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Ce travail consiste a introduire la méthode Hybrid High-Order et son extension aux équations elliptiques non-
linéaires de Leray-Lions, dont un cas particulier est ’équation de p—Laplace. Cette derniere apparait notamment
dans la modélisation du mouvements des glaciers, des écoulements turbulents incompressibles en milieux poreux, ou
encore dans la conception du profil d'un élément aérodynamique. Les opérateurs de Leray-Lions peuvent également
étre considérés comme une version simplifiée du terme visqueux dans une loi en puissance pour les fluides. Les
modeles introduits ici présentent des nouveautés par rapport au probléme de Poisson (Chap. 2, [1]); entre autres la
non-linéarité et le cadre non-hilbertien naturellement choisi pour la formulation faible.

1. Modele de Leray-Lions.

Le probleme de Leray-Lions consiste a trouver u :  — R, o1  C R%2? est un polytope! borné, tel que

-V .o(x,u,Vu) = f dans Q, (1)
o(x,u,Vu) -ng=g surdf, (2)

ou o est une fonction flux généralement non-linéaire, f le terme source, g la condition aux limites de Neumann
non-homogene et nq la normale unitaire.

Dans ’exemple du p—Laplacien, qui généralise le probleme de Poisson, on considere que la fonction flux est définie
comme

o(x,u, Vu) = |Vu|P*Vu, p € (1,00).

Soit maintenant p € (1,00) fixé, tel que p’ := —£5. On supposera par la suite que les deux fonctions f, g vérifient 2

p—
LY (D L¥ (09 = 0.
fELP(Q), ge LP (092), et /Qf+/mg

Pour discuter du probleme, on doit supposer que le flux o vérifie plusieurs propriétés, qu’on énonce maintenant.

Propriétés du flux. On admettra par la suite que la fonction fluz de Leray-Lions vérifie les points suivants.

1. La fonction o : (x,5,&) € QxR xR? — o(x,5,&) € R? est une fonction de Carathéodory : o(x,-,-) est
continue pour tout & € 0 p.p., et o(-,5,&) est mesurable pour tout (s,&) € R x R4 ;

2. Définissons p := ddT’; sip <d, p:=+oo sinon. Alors il existe une fonction & € v (Q) et des réels B € (0,00)

ett e [0, g) tels que, pour tout & € Q p.p. et tout (s,€) € R x R%, on ait I'inégalité de croissance suivante :

o (@, 5,8)| <T(x) + Bols|" + Bol€F

1. Un polytope est un ensemble vu comme l'intérieur d’une union finie de simplexes.
2. En effet, en intégrant I’équation (1) sur 2, en considérant (2) et en utilisant le théoréme de divergence, on obtient

/Qf=f/QVwr(m,u,Vu)=7/89cr<:c,u,w)-nn=f/mg.




3. Pour tout & € Q p.p. et tout (5,€,m) € R x R x R%, on a la propriété de monotonie suivante :
[o(@,5,8) —o(x,s,m)]- (§—n) =2 0;

4. 1l existe Ay € (0,00) tel que pour tout & € Q p.p. et tout (s,€) € R x R, on ait la propriété de coercivité
susvante :

o(z,s,§) &2 AslE".

Nous avons dans le probleme de Leray-Lions une condition de Neumann non-homogene ; ainsi pour obtenir la
formulation faible de (1), on définit ’espace des fonctions tests comme

Wkhr(Q) := {u c Wwhr(Q) ‘ / u = 0} :
Q
En notant
a: (u,v) € WHP(Q) x WHP(Q) — / o(u, Vu) - Vo, l:veWhP(Q) — / fv+/ gV|00
) Q 0

la formulation faible du probléme est donc :

Trouver u € W}P(Q) telle que, pour tout v € WHP(Q), a(u,v) = £(v). (3)

2. Discrétisation du probleme.

Dans la suite, on considere une famille réguliere de maillages polytopaux® (M )nes et k > 0 un degré polynomial.
On définit 'espace global discret U ﬁ et pour T € T}, on définit I'espace local discret U ? sur les faces d’un élément
comme

U

>

= <>< WT)) x <>< P’“(F)> :

TEeT Fes,
U% = {vy = (vr, (vp)pegr) | VF € Fr, (vr,vp) € PH(T) x PF(F)},

ot P*(T) (resp. P¥(F)) est I'espace des polynémes brisés sur T (resp. F). On se munit également de 1'opérateur
d’interpolation I : WH1(Q) — UF tel que pour tout u € WH1(Q), on ait

Ty = [ 20k 0,k
Lpt = AT Wy \TF Ur ) o g
€71/ e,

ol Wg’k : W — PK(T), pour P*(T") € W, est le projecteur L2-orthogonal? sur I’espace polynomial local. L’hypothése
de régularité® sur la suite de maillages nous permettra d’utiliser facilement des résultats d’analyse fonctionnelle
discréte (notamment les inégalités inverses) ainsi que certaines approximations sur les espaces de polynémes brisés.

En partant des définitions de WP pour le probleme continu et de celle de U Z, il est naturel de choisir, pour
tout pas de maillage h, 'espace discret global et sa norme associée (issue d’une généralisation de || - ||1, pour le cas

p=2):

U= {yh e Uy,

JCE ST o) (AT S A

TeI Fey,

3. Un maillage polytopal de Q est un couple ./}, := (I, Fn)nex tel que I'ensemble des éléments T, est une famille finie d’éléments
polytopaux non-vides disjoints T', de bord 92 et de diametre hr de sorte que maxreg, hr = h et UTE%L T =Q.
L’ensemble des faces &), = 57'12 U%}; est une famille finie de sous-ensembles F' de Q de diameétre hy, connexes appartenant & un hyperplan
de R? et tels que 9 (F \ F) =0, avec $ la mesure de Haussdorff.

4. Le projecteur L?-orthogonal ﬂ'%k ¢ LY(T) — PF(T) est tel que [, (ﬂ%kv —v)w = 0 pour tout w € PF(T).

5. Une famille de maillage (Mp)peo est dite réguliére si pour tout h € #, I, admet un sous-maillage simplicial Ty, ot (Tp)pew
vérifie la régularité de forme au sens de Ciarlet, et la régularité de contact (chaque S C T est tel que hg =~ hr).



Comme nous avons une condition au bord de Neumann non-homogene, il sera nécessaire d’ajouter 'opérateur de
trace discret v, : U ],i — LP(092). Enongons maintenant trois résultats mimiquant, au niveau discret, des propriétés
d’analyse fonctionnelle sur WP , dont les preuves sont disponibles dans (Sec. 6.5, [1]).

Inégalité de Sobolev-Poincaré-Wirtinger discréte. Soient k > 0 un degré polynomial et un indice p € (1,00)
fixés. Soit (Mp)neg une suite réguliére de maillages. Soit q € [1, ddT’;)) sip€[l,d) et qe[l,o0) sip>d. Alors pour

tout v;, € Q’,;*, on a

lonllLac) S lwnllip.n,
avec une constante multiplicative cachée dépendant uniquement de Q, p,k,q et p.

Inégalité de trace discréete sur Qﬁ’*. Soient k > 0 un degré polynomial et un indice p € (1,00) fixés. Soit
(M) hew une suite réguliére de maillages. Alors pour tout v, € QZW on a

[vnonllzeoe) < lvpllipn,
avec une constante multiplicative cachée dépendant uniquement de , p, k et p.

Théoréeme de compacité discrete. Soient k > 0 un degré polynomial et un indice p € (1,00) fizés. Soit (Mp)new
une suite réguliére de maillages, et soit (v),)hew € (Qﬁ’*)he%’ une suite pour laquelle il existe C' > 0 tel que ||vp||1,p,n <
C pour tout h € . Alors il existe v € W*l’p(Q) telle que, a une sous-suite pres, quand h — 0, on ait :

(i) vn — v et vy vy, — v fortement dans L(Q) pour tout q € |1, ddTpp) sip€[l,d) et tout g € [1,00) sip>d;

(i1) yhvp, — vjaq fortement dans LP(0S2) ;

(iii) Gfv, — Vo faiblement dans LP(Q)?, ot G : U — PH(T,)? est tel que (GFuvy)),

construction GE.Ikv = W%k(V’U), ot G est l'opérateur reconstruction de gradient défini dans (4.37), [1].

= Gkur et par

Les deux premiers résultats seront ainsi utilisés pour 'estimation a priori. Le troisieme est quant a lui indispensable
pour prouver la convergence de la solution uj dans le cas ol 'estimation d’erreur n’est pas établie (ce qui ne sera
pas nécessaire dans le cas de la fonction flux de p—Laplace).

2.1. Norme basée sur 'opérateur de reconstruction.

La norme sur U ﬁ,*, ressemblante & la norme de W1P(Q), est généralement utilisée pour établir des propriétés
sur ses sous-espaces : par exemple, le caractere borné des fonctions reconstruites dans les normes de Lebesgue
par l'inégalité de Sobolev-Poincaré-Wirtinger, ou leur compacité par I'inégalité de trace discrete. Pour étudier la
convergence, nous aurons besoin d’ajouter la norme suivante, pour tout v, € U, ],fh*

leonl = > (1GE0r 0 gya + lorlf,r)  (f (6.17), [1] pour une définition de |- |s,1),
TeI,

basées sur les reconstructions locales, qui est équivalente & ||-||1,p,, d’apres (Lem. 6.11, [1]). Par ailleurs, puisque nous
considérons ici le p—Laplacien et comme 'opérateur de reconstruction de potentiel © réﬁ“ n’agit que sur VP*1(T),
nous mettons en place ’opérateur de reconstruction de gradient G’% car celui-ci agit sur P*(T)4, qui est par définition
plus grand que VP**+1(T).

2.2. Formulation variationnelle et bonne position du probleme discret.

La formulation variationelle discréte est

Trouver u, € Qﬁﬁ* telle que, pour tout v, € Qﬁ’*, an(up,vy) = Ch(vy), (4)

6. On rappelle que 757" : UK — PFH1(T) est tel que [;.(Vrht vy — Ghog) Vw = 0 pour tout w € PF+HH(T) et [kt vy = [ vr.
Cet opérateur contribue & la consistance dans la discrétisation du terme [, o (u, Vu)Vo.



ou les formes bilinéaires et linéaires 7 sont définies comme suit :

an, : (wy,vy) € Uy, x Uy — / o(un, Giuy) - Gro, + > Srlup,vp),
Q

TEI
by v, €U *—>/fvh+/ IR},
Q o0

D’apres (Lem. 6.14, [1]), on a au moins une solution w,; € QZ’*, bornée en norme | - ||1,5,, avec une constante
indépendante de h. D’autre part, puisque nous sommes dans le cas de ’équation de p—Laplace, ou la fonction flux
vérifie la monotonie stricte (Th. 6.19, [1]), G¥v, — Vuv fortement dans LP(Q2)?, et il existe une unique solution
uy, € Qﬁ)* : le probléme est donc bien posé.

2.3. Formulation du flux.

D’une fagon analogue a la formulation du flux pour le probleme de Poisson (Sec. 2.2.5, [1]), on a une autre
formulation du flux, basée sur I'opérateur de reconstruction du gradient G%. Ainsi, pour tout (T, F) € 93, x Fp,, on
définit la trace numérique normale de flux, pour tout u; € U 'fh*, par

Orp(up) = -9 (o(ur, Ghug)) - nrr + Rip(ug)

ot R% .. est définie dans (6.33), [1]. L’introduction de cette trace permet notamment d’obtenir une formulation du

flux, se traduisant par le bilan local
/ Orr(ur)vr = / Jor,
F T

/ o(ur, Ghuy) - Vor + Z
T FeFp

pour tout T € Jj, et tout vy € P¥(T). De plus, cette trace numérique normale de flux est continue aux interfaces ®,

et pour toute face au bord F' € g}f, si 'on prend T € T}, tel que F € Fr, on a alors ®rp(up) = fwg:kg.

En effet, & la différence du probleme de Poisson, on a ici besoin d’informations sur les valeurs du flux numérique au

bord, & cause de la condition au bord de Neumann non-homogene (2).

3. Estimation d’erreur pour le p—Laplacien.

Considérons maintenant le cas particulier du p—Laplacien et supposons que la solution du probleme (3) est plus
réguliere, de sorte que, pour tout r € [0, k], on ait

uwe WH2P(7,) et o(Vu) € W (73,)%

Estimation d’erreur. Soient k > 0 un degré polynomial, p € (0,00) fizé, et on suppose que pour x € Q p.p., tout
s € R et tout £ € R%, on ait o(x, 5,€) = [€|P72E. Soit h € X un pas de maillage et supposons que la solution de (3)
vérifie u € WrT2P(F3,) et o(Vu) € WP (73)4 pour r € [0, k]. Définissons la quantité Ey(u) € RT de la maniére
suivante :

r41 L =T ,
Eh(u) — hT+1‘u|W7‘+2,P(9‘h) + hp—l <|U|W7-+2,p(gh) + U(VU)|W7‘+LP’(9,,,)¢1) St p 2 2,
h(r+1)(p*1)|u|€;}+21p(%) + o (Vu) i g,y sip<2.
< @(h;ﬂ> sip> 2,
o (hrrDe=D) sip< 2.

Alors il existe un unique u;, € QZ’* solution de (4) et qui satisfait

lu, — Liullgpn S En(u).

7. L'opérateur St : (uy,,v;) € Uk x Uk ZFe:ZT h},ﬁp I |6k pur — 6B up|P2(0k pup — 0K ug) (0K pup — 6B wy) est une fonction
de stabilisation locale intervenant dans ’expression de aj, obtenue a partir des opérateurs 6§F, 6’7“1 définis en (2.19), [1].
8. Pour toute interface F' € . telle que F' C (0T1 N9T3) avec deux éléments différents 71, Tz € Fj, on a ‘I)TlF(ETl) + ¢T2F(2T2) =0



Cette estimation d’erreur fournit alors un résultat de convergence pour l'erreur mesurée comme la différence entre
le gradient discret et le gradient continu : en effet, on a

IGku, — Vulloys + |uplspn S En(w) + B ulwrizo(g,),

ou on a introduit la semi-norme | - |5, 5 sur QI,CL , telle que pour tout v, € QlfL .

|Eh|§,p,h = Z |QT|§,p,T = Z St(vr;vr)-

TETn TETh

Comme pour l’équation continue (3), le schéma Hybrid High-Order (4) est bien slir non-linéaire en général. Les
résultats que I'on utilise pour le probleme de Poisson ne sont donc pas directement applicables. Cependant, certaines
des similitudes avec cette théorie linéaire peuvent étre trouvées et exploitées. Plus précisément, par (4), pour tout
vy, € Qﬁ’* on a

an(up,vp,) — ah(iﬁu,yh) = ln(vy,) — ah@ﬁ“a%)-

Le membre de droite de I’équation est une application linéaire en v;, qui définit une erreur de consistance ¢, identique
a celle du cas linéaire. Comme le membre de gauche de cette équation contient w;, et I’ Zu, on pourrait considérer cela
comme une sorte d’équation d’erreur sauf que, contrairement au cas du probleme de Poisson vu en cours, ce second
membre n’est pas une expression de différence u;, — I¥u. On peut néanmoins avoir la méme démarche que dans le cas
linéaire, en estimant ’erreur de consistance dans une norme duale appropriée, et établir une propriété de stabilité
du membre de droite dans une norme primale correspondante (|| - ||a,n)-

L’erreur de consistance sera estimée, comme dans le cas linéaire, en exprimant ¢;, en fonction de u par les relations
f=-V - (a(Vu)) et g = a(Vu) - ng, et également en considérant des propriétés d’approximation optimales des
reconstructions composées avec l'interpolateur. La propriété de stabilité, en revanche, ne dépendra pas directement
d’une condition inf-sup ou de coercivité, mais plutot sur de propriétés de monotonie de a;, (découlant des propriétés
de monotonie de o).

4. Convergence par compacité pour les opérateurs de Leray-Lions.

Plus généralement, dans le cas du probleme de Leray-Lions tel qu'introduit dans la premiere section, établir une
estimation d’erreur est impossible, car cela imposerait I'unicité de la solution du modele continu, ce qui n’est pas
toujours le cas (Rem. 6.16, [1]).

L’analyse de convergence du schéma Hybrid High-Order est effectuée a ’aide de techniques de compacité : on
établit d’abord des estimations a priori sur la solution du schéma (Lem. 6.14, [1]). Ensuite, on montre que les suites
satisfaisant ces estimations bénéficient de propriétés de compacité par le théoreme de compacité discrete. La derniere
étape consiste a montrer que les limites de ces suites résolvent le probleme continu. Ainsi, la convergence des solutions
au probleme (4) est prouvée par le théoreme (Th. 6.29, [1]).

Pour terminer, remarquons que cette convergence est démontrée pour les solutions exactes qui n’affichent que la
propriété de régularité minimale v € W,'P(Q), requise par la formulation faible (3). Il s’agit d’un point important
lorsque l'on traite des problemes non-linéaires, pour lesquels la régularité est parfois inconnue, ou nécessite des
hypotheses sur les données qui sont trop fortes pour étre considérées dans un cadre physique réaliste.
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