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Introduction

« Ce que j’aime dans les mathématiques appliquées, c’est qu’elles ont pour ambition de donner du monde des
systemes une représentation qui permette de comprendre et d’agir. Et, de toutes les représentations, la
représentation mathématique, lorsqu’elle est possible, est celle qui est la plus souple et la meilleure. Du coup, ce
qui m’intéresse, c’est de savoir jusqu’ot on peut aller dans ce domaine de la modélisation des systémes,
c’est d’atteindre les limites. »

Jacques-Louis Lions, interview dans Le Monde, 1991.

Plus que jamais, les mathématiques sont un instrument irremplagable de formation a la rigueur et au
raisonnement : elles développent l'intuition, 'imagination, 1’esprit critique, et elles sont aussi un langage
universel. De par leurs interactions avec les autres sciences, elles jouent un réle majeur dans la conception et
I’élaboration des objets de notre vie quotidienne. Or, cet état de fait est généralement ignoré par la majorité
des gens pour qui les mathématiques ont souvent perdu leur sens.

Ce mémoire, vu comme une initiation & la recherche mathématique, est concentré sur I’étude des équa-
tions aux dérivées partielles. Ces équations sont omniprésentes dans les sciences, puisqu’elles apparaissent
aussi bien en dynamique des structures ou en mécanique des fluides que dans les théories de la gravitation,
de I’électromagnétisme, ou des mathématiques financiéres. Elles sont primordiales dans des domaines tels
que la simulation aéronautique, la synthése d’images, ou la prévision météorologique. Enfin, les équations
les plus importantes de la relativité générale et de la mécanique quantique sont également des équations
aux dérivées partielles.

Notre travail porte ici principalement sur 1’étude de I’équation de la chaleur au sein de matériaux
composites : pour en discuter rigoureusement, le lecteur pourra regarder les sections (3) a (6), 1a ou se
trouvent ’ensemble des résultats théoriques qu’on utilise en homogénéisation dans les premiers chapitres.

Les premiére et seconde parties traitent ainsi de problémes d’homogénéisation concrets. La troisiéme
partie rappelle tous les éléments indispensables d’analyse fonctionnelle nécessaire & ’étude rigoureuse de
nos équations. La quatriéme partie est une courte introduction & I’étude d’un probléme d’évolution, tandis
que la cinquiéme fait office de parenthése « mécanique », pour expliquer d’oul vient ’équation de la cha-
leur vectorielle étudiée en (1) et (2). Le dernier chapitre est dédié a l'introduction d’un nouveau type de

convergence, indispensable pour les problémes d’homogénéisation.

Je tenais a remercier expressément M. Michel BELLIEUD pour son encadrement pendant ce mémoire.
Du premier rendez-vous dans son bureau jusqu’a la rédaction de la derniére ligne de ce manuscrit, son
accompagnement, sa science et sa gentillesse ont été des moteurs pour moi. Il a grandement influencé mes
objectifs et mes ambitions, m’a conforté dans mes choix professionnels, et a ce titre j’aimerais poursuivre

dans la voie qu’il a ouverte pour moi. En espérant qu’il sera satisfait de cet humble travail.
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Chapitre 1

Introduction a I’homogénéisation.

Cette partie sert d’introduction a 1’homogénéisation, discipline principale de notre étude. L’homogé-
néisation est une discipline mathématique récente, développée a partir des années 1970, qui a pour objet
I’étude des propriétés des matériaux composites. Un matériau composite est un assemblage d’au moins deux
composants non miscibles, ayant une forte capacité de pénétration, dont les propriétés se complétent. Le
nouveau matériau ainsi constitué, hétérogéne, posséde des propriétés que les composants seuls ne possédent
pas. Ce phénoméne, qui permet d’améliorer la qualité de la matiére face & une certaine utilisation, explique
I'utilisation croissante des matériaux composites dans différents secteurs industriels. Néanmoins, la descrip-
tion fine des composites reste complexe du point de vue mécanique de par la non-homogénéité du matériau,
d’ott le développement de la théorie mathématique de ’homogénéisation. Cette théorie s’attache & 1’'étude
du comportement asymptotique d’équations aux dérivées partielles dont un coefficient oscille fortement du
fait de la présence d’hétérogénéités a 1’échelle microscopique. L’objet de la théorie de ’homogénéisation est
de proposer une équation effective, ou homogénéisée, généralement plus simple, qui décrive le comportement
de la solution de ’équation considérée dans la limite ot la petite échelle tend vers 0. Initialement concep-
tualisée pour des équations aux dérivées partielles elliptiques, la méthode d’homogénéisation par I’analyse
asymptotique s’étend a divers types d’équations, stationnaires ou non, & commencer par les équations de
transport décrites par une équation de Boltzmann, dont la diffusion constitue une approximation qui est
retrouvée par cette approche. On trouve ainsi des exemples d’application dans des domaines aussi divers que

la diffusion de masse ou de chaleur, la mécanique des fluides, des milieux continus ou I’électromagnétisme.

1.1 Mise en place du probléme.

Dans la suite, on utilisera plusieurs fois des opérateurs différentiels particuliers, qui sont tous définis au
chapitre (5).

Les scalaires et les points de l'espace sont représentés par des symboles commencant par des lettres
minuscules et les vecteurs et les fonctions a valeurs vectorielles par des symboles commencant par des
lettres minuscules en caractéres gras. Les matrices sont représentées par des symboles commengant par des

lettres majuscules en caractéres gras.
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On considére, pour se fixer les idées, 'équation de la chaleur ! stationnaire dans un matériau composite,

occupant un domaine Q C R3

—div(a:(z)Vue)(z) = f(x) sur Q,
ue = 0 sur 0f).

Ici f est le terme source dans le matériau étudié, et a.(x) le coefficient propre au matériau. On suppose
que les différents constituants sont répartis périodiquement avec une période ¢, c’est a dire que la fonction
as est périodique de période € par rapport & chacune de ses variables. Plus précisément, on suppose que
a-(r) =a (f) , ol a est une fonction fixée périodique de période 1 par rapport & chacune de ses variables,
et suffisamment réguliére, et vérifiant pour tout y € R3, 0 < ¢; < a(y) < co. Le probléme précédent s’écrit

donc

—div(a (%) Vu.) = f sur €,
ue: = 0 sur 0.

(%)

L’objectif de la procédure est de trouver I'équation satisfaite par la limite u de la suite (u.).>o des solutions
du probléme ().

1.2 Algorithme de résolution.

Dans la suite, on prendra Y = [0,1)3. Nous supposerons que le matériau composite est plongé dans un
milieu extérieur de température nulle. La température a ’équilibre du composite est donc la fonction wu.
vérifiant le probléme (2.) ci-dessus, ot € est donc I'espace occupé par le matériau. Dans notre étude nous
démontrons l'existence d’une matrice de diffusivité thermique A™ (que nous déterminons explicitement

en fonction de a) telle que lorsque ¢ — 0, la solution u. de (%) soit proche de la solution u du probléme

—div(A""™Vuy) = f sur Q,
u=0 sur 0f.

(Pu)

1.2.1 Reésultats.

Les coefficients de A"™ vont s’exprimer uniquement en fonction de a(y). Pour exprimer ceux-ci, il est
intéressant de définir (& une constante prés) trois fonctions auxiliaires dépendantes de a, qu’on note wy, we

et wsz. Ainsi la fonction w; est solution du probléme

—div(a(y)Vwi(y)) = §2(y) swY,

(Puw;)
w;(y) est Y —périodique.

1. Le lecteur curieux pourra regarder I’équation de la chaleur en tant que probléme d’évolution dans la section (4), ou bien
comment elle est obtenue grace a ’équation de I’énergie en (5).
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ott la Y —périodicité est définie en (6.1.1). En prenant e = (e1, e, e3) la base canonique de R?, on a alors

(fy aly)(1+ Vwi(y)) dy) - e1 (fy aly)Vwi(y) dy) - e2 (fy ay)Vwi(y) dy) - e3
A= (fra@)Vualy) dy) -er (fy aly)(1+ Vua(y)) dy) - ez (fy a(y) Vs (y) dy) - €3
(fy a(y)Vws(y) dy) - e1 (fy a(y)Vws(y) dy) - e (Jy a(y)(X + Vws(y)) dy) - e3

Ceci est vrai sous I’hypothése faite précédemment qu’il existe ¢1,co € Ry tels que pour tout y € R3, on a

c1 < a(y) < c2. On va ainsi démontrer I'existence d’une fonction w vérifiant le probléme (%) et telle que

il_I)I[l)/Q |u(z) — us(z)| dz = 0.

1.2.2 Meéthode.

Pour obtenir de tels résultats, on doit effectuer un long travail qu’on peut diviser en cinq étapes. On

considére u la fonction vérifiant

—div(A"™Vu) = f sur Q,
u =0 sur Of.

(Pu)

Etape 1 (Estimations a priori) On établit des intégrales permettant de montrer que les suites de réels
(/ ]ue(:c)|2 da:> et (/ |Vu5(a:)|2 dx)
Q e>0 Q >0
sont des suites bornées.

Etape 2 (Résultats de convergences) On déduit des estimations établies a 1'étape précédente certaines

convergences pour les sous-suites de la suite (u:)->0 et de la suite de ses gradients (Vug)e>o.

Etape 3 (Relations d’identifications) On détermine les relations existantes entres les diverses limites

obtenues a 1’étape précédente.

Etape 4 (Méthode de I’énergie) On applique la méthode dite méthode de l’énergie ou des fonctions
tests oscillantes afin de déterminer I’équation homogénéisée satisfaite par u et les différentes fonctions

apparaissant & I’étape 2.
Etape 5 (Simplification des équations) On simplifie les équations obtenues dans 1’étape précédente et

on obtient 'équation —div(A"™Vu) = f, sur Q.

1.3 Reésolution détaillée.

Dans cette section, nous détaillons chaque étape présentée précédemment pour résoudre notre probléme.
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1.3.1 Estimations a priori.
On souhaite montrer que ( g, [uc(z)[? dx)6>0 et (fq [Vue(a)[? dx)6>0 sont bornées. On part de 'équation
—div(a (g) Vue)(z) = f(x) sur Q

On fixe une fonction ¢ € H{(Q), c’est a dire une fonction ¢ : Q — R telle que Ploo = 0. On multiplie

I’équation ci-dessus par ¢ et on intégre par rapport a x sur §2 : on obtient ainsi

—/ div(a <§> Vue)(z)p(x) de = / f(z)p(x) dz,
Q Q
et en utilisant l'intégration par partie comme définie en (3.2.2.3), on a

—/Qdiv(a (;) Vue)(z)p(zr) de = — /89a <£> V() - n(z)e(r) dz? +/

- ; a (%) Vue(z)Ve(z) de.

Or comme ¢,, =0, on a

/aQ ¢ <§) Vu(z) - n(z)p(r) d7* =0

donc
- /Q div(a (g) Vue)(z)p(x) de = /Qa (g) Vus(z)Vp(x) de.
Des équations précédentes, on a
[ a (%) VuVela) do = [ j@)e) da

En choisissant ¢ = u., on obtient

[a(Z)Vut)l o = [ fayuela) de,
or on a supposé ¢; < a(y) < co donc
c1 /Q |Vue(2))? de < /Qf(a:)ua(x) dz.

On utilise ensuite 1'inégalité de Poincaré (3.2.17), et comme u.|,, = 0, on a donc

/Q Jue(2)]? dz < C/Q (Ve (z)|? da.

Finalement, on obtient

[ @ az < C [ () dr,
Q Q

C1

et en appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

[ fato) o < ([ 112 dx)% ([ o az) g
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On en déduit

lue(x)|? dz < ¢ @) de 3 o s .
fors & (o) (o)
(/Q’Ue(l')P dx)% < g (/Q!f(:c)IQ dx)é,

ainsi la suite ([q [ue(a)|? d:c)5>0 est bornée et comme

o [1Vu@P s < [ o < ( [ 110 dsc)é (f |ug<x>\2dx)é,

on peut dire de méme pour la suite ([, [Vu-(z)[? dm)€>0.

d’ou, par division

1.3.2 Reésultats de convergence.

1l s’agit ici de déduire de I'étape précédente certaines convergence pour les suites (uz)z>0 et (Vue)eso. 2
Durant la procédure, on utilisera le théoréme de Rellich-Kondrachov, développé en (3.3); celui-ci affirme
que lorsqu’une suite de fonctions (f:)e>o vérifie que les suites ([, |us(z)[? dx)6>0 et (o |Vus(z)[? dx)6>0
sont bornées, alors il existe une suite extraite de (fz)e>0, qu’on note encore (f:)s>0, et il existe une fonction
f : Q= R telles que pour tout ¢ : R? = R, on ait
lim/Q |f(z) — fe(z)|de =0 et lim [ Vf(z)p(z)dr = /QVf(a:)go(a:) dz.

li
e—0 e—=0 Jo

On déduit de ce résultat I'existence d’une fonction u telle que, & une suite extraite preés,

lim /Q lu(z) —ue(z)|de =0 et lim | Vu(z)p(z)dr = /QVu(m)ap(x) dz.

e—0 e—=0 Jo

pour tout ¢ : R? — R. Il ne reste donc qu’a déterminer les équations vérifiées par u. Malheureusement, les
convergences de (u:)s>0 et en particulier (Vu.).~¢ ne fournissent pas d’informations suffisantes dans ce but.
En effet, Vu, est un champ fortement oscillant : il prend de grandes valeurs la ol a (f) est petit et de petites
valeurs la ol a (%) est grand. Mais le milieu est périodique, donc on s’attend a ce que Vu, >~ x, (x, f), ol Xp
est une fonction 1—périodique : xo(z,y) sera alors la limite double-échelle de Vu,. Nous invitons le lecteur a
prendre connaissance du chapitre (6), qui traite de la convergence double-échelle et des résultats principaux
associés & celle-ci. On y montre ainsi que si on a (f:)e>0 telle que la suite ([, | f-(2)[? dm)s>0 soit bornée, alors
elle admet une sous-suite convergente pour la convergence double-échelle. Or les suites ( Jo |lue(z)|? dx) >0
et ([ [Vue(z)? da:)s>0 sont bornées par la premiére étape. On en déduit par les résultats de la partie (6)

que uz; — ug(z,y) et Vuz — xo(z,y), et on sait déja que u. — u et que Vu, — Vu.

1.3.3 Relations d’identification.

On établit ici les relations existant entre ug et u, et entre xo et Vu. On montre ainsi que up(x,y) = u(z),

et qu’il existe une fonction u; € L?(€; Hﬁl(Y)) telle que xo(z,y) = Vu(z) + Vyui(z,y).

2. En reéalité ces convergences sont valables pour des suites extraites de (ue)e>o0 et (Vue)eso.
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Identification de ug. Dans ce but, on fixe 9 périodique en Y et telle ¥(x,y) = 0 pour tout x € 9. On

va intégrer par parties 1’équation

/VuE x, —) dz = —/Qua(x)divq,b (x, g) dz.

Or on a
div 9 (x g) = (div,®) (x g) + %(divyt/J) (m g) :
d’ou ’équation
/QVuE(x)zl) (:U, g) de = —/Qus(w)(divx@b) (x, g) dz — é/gue(x)(divy't/)) (:U, g) dz (1)

or lim._,o 1 = 0o, donc on utilise I’inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir
5]
) 1
dz <C.

/Vue )dx<</g\Vu5 \%u) (/’sz— dx) <c</

En répétant 'opération sur [ uc(z)(div ) (z,£) dz, on obtient que cette intégrale est également bornée.
Q €

N

QxY

Ainsi

lim 1 us () (divyt) (:c, g) dz =0

e—0 € Q

car cette intégrale est bornée. Or on a par la convergence double-échelle que

lim E ue(x)(divytp) (a:, g) dz = //QXY uo(z,y)(divyy) (z,y) dedy.

e—0 € Q

On choisit ainsi ¥ telle que ¥ = 0 et on obtient par intégration par parties que
lacaxy)

[ Vsuletay) dedy =o.
QxyY

Donc forcément Vyug = 0 et donc ug(x,y) = uo(x). D’aprés la convergence double échelle de (ue)s>0 vers
up on a pour tout ¢ € C(€; Cye(Y)),

tim [ we(a)ip (1. 2) dodr = //Q w@)e(r.y) dady.

Choisissant ¢ indépendant de y, on déduit

liny [ @) dmdx—//gxy dazdy—/Q o(2)o(x) da.

Or (ue)eso converge vers u dans L?(£2). Donc on a aussi

lim [ w:(z)p(z) dedz = / u(z)p(x) de.

e—0 [¢) [¢)

Il résulte des inégalités ci-dessus et du choix arbitraire de ¢ que up(x) = u(x) presque partout dans Q.
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Identification de x,. On choisit 9 dans (i) telle que div,3 = 0, ainsi

/QVug(a:)'tl) (3:, g) dz = —/ﬂue(x)(divxw) <a:, g) dz.

En passant a la limite lorsque € — 0, on obtient

//QXyXo(:c,y)%b (z,y) = —//Qxyuo(a:,y)(divw) (z,y) dzdy
—— [ ww i) ) dray

— || Vuly (e.y) dody,
QxY
d’ou
J[ o) - Va@)pen =0, ¥ D CEY) tel que divyp = 0.
X
Appliquant un théoréme de Poincaré®, on déduit I'existence de u; € L2(Q;Hﬁl(Y)) tel que xo(z,y) —
Vu(x) = Vyui(z,y). On a ainsi établi la relation d’identification xq(z,y) = Vu(z) + Vyui(z, y).

1.3.4 Détermination des équations limites. Méthode de ’énergie.

L’étape précédente suggére que le probléme limite ne dépend pas seulement de w, mais aussi de u; €
L2(%; Hﬁl(Y)) définie ci-dessus. Nous devons donc déterminer le systéme d’équations vérifié par le couple
(u,u1) dans ©Q x Y. Pour cela, nous allons appliquer la méthode dite de [’énergie ou des fonctions tests
oscillantes introduite par Luc Tartar®. Elle consiste a multiplier I'équation (%) par une fonction test ¢.
bien choisie, et & passer a la limite quand € — 0 en utilisant les convergences et les relations d’identifi-
cation établies précédemment. Tout repose donc sur le choix de ¢.. Cette suite de fonction doit avoir un

comportement oscillatoire analogue a celui de u.. Or, d’aprés I'étape précédente,
Vue ~ xo (m, E) = Vu(z) + Vyuy (x, E) .
€ €
Par ailleurs,
x x x
v (u(:c) +euq (a:, g>) = Vu(z) + Vyuy (:c, E) + eV (:c, E)
~ Vu(z) + Vyur (:c, g) .

On s’attend donc & ce que, a une constante additive prés, u. ~ u(z) + cuy (33, f) Cela suggére de choisir

une suite de fonctions oscillantes de la forme

6= = o)+ e (2.2).

3. Pour plus de détails, voir les deux derniers théorémes de la partie (6.2.2).
4. Luc Tartar est un mathématicien frangais, spécialisé dans les équations aux dérivées partielles et la mécanique des milieux
continus. Il est I'un des fondateurs de la théorie de 'homogénéisation.
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pour ¢ € (), et ¢ € D(Q; C°(Y)). En multipliant (&) par ¢. et en intégrant sur , on obtient

_ /Q div (a (x, g) Vu€> (go(x) + e (3:, g)) dox = /Qf(l?) (80(33) + e (ac, g)) dz.

lim /Q f(zx) <<p(x) + e (:c, g)) dz = /Qf(x)@(x) dx.

e—0

Par ailleurs, par intégration par parties,
- /Qdiv ((a <a:, g) Vu5> (go(x) + e (x, g)) dz
= [ 2) P (ot -9 (1) # 05 7)) e

En utilisant la fonction a (z, £) (Vo (z)+ V3 (2, y)) comme fonction test pour la convergence double-échelle
de Vu, vers Vu(z) + Vyui(x,y), on obtient

ii_r)r(l) A a (:r:, g) Vue <V<p(x) + eV, (m, g) + Vo (x, ;)) dx
= [ (Vo) + V(e 0) (Tela) + T pla.) dady,
On déduit ainsi la formulation variationnelle
[ (Vo) + V(0.0 (Tela) + Vpla) dady = [ f@)e) da, (i)
avec p € D(Q), P € D(Q;C°(Y)), u € H}(Q), u; € LQ(Q,Hﬁl(Y)).
1.3.5 Simplification des équations équations obtenues.

Choisissant ¢ = 0 et intégrant par parties, pour tout ¥ € D(; Cﬁ’O(Y)), il vient
- / div, (a(y)(Vu(x) + Vyul(x,y))>'l,b(:c, y) dedy = 0.
QxYy
En prenant ¥ (2, y) = 9, (2),(y) avec P, € D(Q) et 9, € CP°(Y),
[ (=i ()Tt + 9.9 Ja(0) ) 1 (0) o =0,
De D'arbitraire sur 9, on déduit que, pour presque tout z € €2, et pour tout ¥, € C’ﬁOO(Y)

| =i, (a)(Fue) + ¥yu1(2,) o (0) dy =0,
puis de arbitraire sur 9, que

—div, (a(y)(Vu(w) + Vyui(z, y))) =0, pp.x€N, wu € HJ(Y),
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soit
—div, (a(y)Vyul(x,y)) = Vya(y)Vu(z), pp.xef, u € Hﬁl(Y),

soit encore

) ou Oa ou Oa ou Oa
—div, (a(y)Vyul (z, y)) =9

ga ouda  ouon o zeQ u e H(Y).
oxy 8y1+8x28y2+8x38y3 PP “ )

Il en résulte, par linéarité, que

ou ou ou
_ il il D. QxY,
uy(z,y) aylwl(y) + aylwg(y) + aylwg(y), p-p. x,y € QxY,
ol w; € Hﬁ1 (Y) est la solution de
da

—div, (a(y)Vywi(y)) za—yi.
Choisissons maintenant ¥ = 0 dans (¢3). Il vient
I a)(Vu(@) + V() V(o) dedy = [ f@)p() do.
axy 9)

avec ¢ € D(Q), u € HH(Q) et uy € L*(Q, Hﬁl(Y)) En substituant la valeur obtenue pour u; ci-dessus, on
obtient

ou ou ou
[ e (w )+ 9y () + ) + () )wm dady = [ 1@)e() da,

soit, en appliquant le théoréme de Fubini,

/Q<Vu(:v) (/Ya(y) dy)—i—gaxz (/ v, wi( )dy) V(s ) dx—/f

qui s’écrit encore
/Ah"mVu(x)Vgo(:v) dz = / f(x)p(x) do
Q Q

ot A"™ est définie en début de chapitre. Donc u est solution de (%,).



Chapitre 2

Probléme du brouillard de glace.

Dans ce chapitre on considére un probléme de Dirichlet sur ouvert variable, en s’inspirant principalement
de larticle Un terme étrange venu d’ailleurs, de Francois Murat et Doina Cioranescu. Le brouillard de glace
se forme lorsque de la vapeur d’eau, résultant principalement des activités humaines, s’introduit dans
I’atmosphére. Cette vapeur se condense en gouttelettes qui se congélent rapidement en donnant naissance a
des particules de glace sans forme cristalline bien définie. Le brouillard glacé s’observe aux latitudes élevées,
habituellement par temps clair et calme, lorsque la température est trés basse. L’objectif de cette section

est de modéliser celui-ci sous forme de probléme d’homogénéisation.

2.1 Modélisation du probléme.

On donne ici les notations essentielles pour la suite du chapitre. Soit i € Z3.

; . , , 1 1\3 , A
xL = €l Y;::s<{z}+[—§,§>), L={ieZ?|Y!cQ},

B:=B(0,1), Bl :=al+r.B, B, :=|]BL
i€l

On étudie donc ici un environnement 2 dans lequel on a placé périodiquement des boules de glace B};E de

température u = 0.

e3
B,.

)
Sy = >

€2

FIGURE 2.1 — Brouillard glacé schématisé.
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CHAPITRE 2 : Probléme du brouillard de glace.

L’objectif de cette section est d’étudier le probleme

—div(aVu.)(z) = f(x) sur Q,
us =0 sur B,_, (g"Brs)
u € HY(DQ).

Plus précisément, on cherchera & démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 2.1.1 La suite (uc)e>o des solutions de (Pp,_) converge faiblement dans H(S2) vers Uunique

solution u de

—div(aVu)(z) + 4ryu(z) = f(z) sur €,

(@hom)
u € H} (D),

oty :=lim.0 5 et f € L%(Q) fizée.

2.2 Reésolution détaillée.

On procéde similairement a précédemment, en s’inspirant I’algorithme de résolution introduit en (1.2).

2.2.1 Caractére borné de la suite (u.).>o.

Dans cette section on démontre que (us)->0 bornée dans HOI(Q) On considére I'équation
—div(aVue)(z) = f(z),

qui, aprés multiplication par u. des deux cdtés, et par intégration par parties sur €2, donne

/a|VuE dm—/f x)ue(x

Or, en appliquant les inégalités de Poincaré et de Cauchy-Schwarz, on obtient

/\u‘E )|? x<c/|Vu5 )P de = = /f x)ue(x ac<C’1</ |f(x \de>é</ﬂlua(:c)|2da:>%

ce qui implique donc que
%
/ e (@) de < C (/ e () ? dx) ,
Q Q

donc [luc||z2(q) < Ca. De plus, on a

%
/ Ve (z)]* do < Cy (/ ue(2))? dx) < C3
Q Q

ce qui montre bien que les suites ([, [us(z)|? dx)6>0 et ([ |Vue(z)? dx)€>0 sont bornées.
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CHAPITRE 2 : Probléme du brouillard de glace.

2.2.2 Reésultats de convergence.

Ici on souhaite montrer qu’il existe u € H} () tel que ue — u dans H(Q), ue — u dans L?*(Q)
et Vu. — Vu dans L?(;R?). La premiére convergence faible provient de I'étape 1 et de (3.1.15). La
seconde est une conséquence de la premiére et du théoréme de Rellich-Kondrachov rappelé en (3.3), plus
particuliérement de I'injection compacte HE(2) < L?(£2). Pour la troisiéme convergence, on sait par I'étape
précédente que Vu. est bornée dans L?(€;R3) : ainsi par (3.1.15), on en déduit que Vu. — g dans
L?(9;R3). Prenons alors ¢ € D(;R3). On a

/ Vue(z)p(z) de = —/ us(z)divep(x) de — — [ u(x)dive(z) dz = / Vu(z)p(z) dz,
Q Q Q

e—0 o)
et de plus
| Vute) do — [ glo)p(e) d.
[¢) e—0 [¢)
donc on a

[ 9@ do = [ Vupls) dz
Q Q
pour tout ¢ € D(2;R?), donc g = Vu.

2.2.3 Inégalité sur les boules B(0, R).

Cette section est consacrée a la preuve d’une inégalité importante. Avant cela, on donne une inégalité

nécessaire a sa démonstration.

Proposition 2.2.1 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger) I existe C > 0 tel que pour tout u € H'(By),

Jo

Preuve. Supposons par I'absurde qu'il existe une suite (u,)nen telle que pour n € N on ait

Jo

on ait

2
de < C |Vu(z)* de
B

u(x) — ][Blu da?

2
dz > n/ |V, (z)? da.
By

up(z) — ][B Uy, dF?
1

Posons
._ 2
Un.—un—][ Uy dF,
By

alors Vu,, = Vu,,

][ v, A% = 0.
By

/ fon (@) dz > n/ Vo ()2 da.
Bl Bl

et
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CHAPITRE 2 : Probléme du brouillard de glace.

On pose maintenant

Un
Wp 2=
||Un||L2(Bl)
Y
alors Vw,, = m’
][ wy, A = 0.
B,
et
B B
lwallp2(p,)

Or [[wnll2(y) = 1 et [Vwnll2(p,) < — Ainsi,

lwnll () < C (lwnllz2syy + I Vwnllr2s,)) < C,

donc w, — w faiblement dans H'(Bj). Donc d’aprés (3.3.4), w, — w fortement dans L?*(Bj). Or

1 1
2 2 2
[ V@ e < 5 [ @ dr < g,

By
donc Vw,, — 0 fortement dans L?(Bj). Ainsi w,, — w fortement dans H'(B;) et Vw = lim,, 0o Vw, = 0.
Or comme Vw = 0 et B; est connexe, on en déduit que w = C. De plus, UCBl wy, = 0, donc {Blw = 0, donc,
puisque w est constante, w = 0. Or w,, — w fortement dans L?(B;) implique
lim f w, d#*= § wd#z?
n—oo By B

car

n—oo

][ wndyﬂ—][ w dFZ>
B1 B

Ainsi w,, — w fortement dans L?(B) et |wnll2(B,) = 1 pour tout n € N, donc [|w|[z2(p,) =1 ce qui est

g][ (w, —w) d#? < C |wn—w|2d%’2][ dz? — 0.
B By By

impossible puisque w = 0. |

Théoréme 2.2.2 Soit R > 0, et Br := B(0, R). Pour tout o € (0, R) et tout u € H'(Bgr), on a

/BR u(w)—][aBaud%’2

Preuve. On donne ici la preuve pour les boules Br—1, notées B en préambule. On considére « trés petit

2 3
dz < R |Vu(z)|? da.
« Br

devant r. En coordonnées sphériques on peut écrire

2
/ \Vu(z)|? dz > / / /
B’V‘\B(l r=a J0=0

ro

On admet ici que f ar (r, 0, 0))?r? dr = p—

2

8u r? sin 0 drded®.

lu(r, ©,0) — u(a, ,0)]?, et on renvoie le lecteur & la section
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CHAPITRE 2 : Probléme du brouillard de glace.

(2.2.5) pour voir le calcul. On écrit ainsi

r ™ 27
/ |Vu(x)\2 dz > / / /
By \Ba r=a J0=0 Jp=0

ro ™ 27 5 .
> lu(r, ¢, 0) — u(a, v, 0)|” sin @ dpdd
0

2

Ou 2 sin @ drdedf

E(Ta ®, 9)

r—« =0 J =0

drra & 2 sin 0 2
> 0) — 0 dpdd
> N [ ulro.0) = o0, 0) T de

dro 2
= ][ wd#? — ][ u A2

r—«lJsB, OBq,

Or on a, par le théoréeme de Fubini,

3 3 1 s 2
u(z) de = — u(x dx:—/ / / u(r, @, 0)r? sin @ drdedd
][31 (=) 4 /g, (=) A Jr—0 Jo=0Jp=0 ( )
1
-2 / < / ud?/2> dr
A7 Jr—o0 \JoBg
1
:3 <][ ud%2> 42 dr
4m r=0 O0BR

1
:/ (][ ud%2> 3r2dr,
r=0 O0BRr

1
][ u d#? = / <][ u d%2> 3r2dr.
0Bq 0 0Bq
2 1
][ u(x)da:—][ u d? / <][ ud%2—][ ud%2>3r2dr
By 0Ba 0 0By 9Bq

<
Or comme fol 3r2 dr = 1, P(r) = 3r2dr est une mesure de probabilité sur [0,1]. On peut donc appliquer

1
g/ ][ ud%Z—][ u d?
0 OB 0Ba
1 —
< / i (/ (Vu(z)? dm) 32 dr
0 47T7"Oé Br\Ba
1 —_—
< / i </ |Vu(z)? dm) 3r? dr
o 4mra \Jp,

1 [lr—
- [ rz@ </ V()| dx) 3r2 dr,
drae Jog T B

et puisque fol 3r2dr=1,ona

Ainsi on obtient
2

Vinégalité de Jensen (6.1.3) et obtenir

1
/ <][ u dZ? —][ ud%2> 3r? dr
0 0B, 0Bq

2 2
3r2 dr
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CHAPITRE 2 : Probléme du brouillard de glace.

or == <1 lorsque r > «, donc

1 1., 1 1
1 [rza </ V()2 dx) 302 dr < - / </ V()2 d:v) s2dr = & [ W) de.
At Jo 7 By A Jy By a Jp,
Ainsi on obtient
2
][ u(z) dx—][ u A%
B, 0Bq

2
de < C

< g/ |Vu(z)|? da.
(6% B

En utilisant (2.2.1), on a

/31 u(x) —][aBau dz?

2
dx

][ wd#? — ][ u dFZ?
B1 OBa

2
u(x)—][ u dg? dx+/
By By B

< <c+ g) /Bl |Vu(z)|? de

< ¢ |Vu(z)|? dz.
« B

On effectue le changement de variable v : Br — R tel que v(r, ¢,0) = u (%, ®, 9). On pose p = 5. On peut

S

ainsi écrire
2
r? sin @ drdedd

v(r, p,0) — ][ v(r, @, 0)r*sin @ drdedd
OBRa

2
— [ Jotrop0)- [ va
Br OBRa

(Rp)? sin  Rdpdpdf
=R3/ u(r,ap,@)—][ v dFZ?
BR 8BRa

1 s 27
vd#? = 7/ / v(Rav, @, 0)(Ra)? sin dpdd

27
/ / Ya? sin fdpdd
47TOZ 0=0 =0

dgz?
47TO£2 /aB Y

= ][ u A2,
aBRa

2

2
p? sin Odpdpdd.

Oron a

Finalement, on écrit

2

/ v(:v)—][ v dg? deCR?’/ u(w)—][ wd?| dx
Br OBRra Br OBRa
3 2
SC—R u(ac)—][ wd#?| dx
@ JBpg 8BRa
3
< Cr |Vu(z)|? da
(e B
ce qu’on voulait. [ |
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CHAPITRE 2 : Probléme du brouillard de glace.

2.2.4 Convergence de . vers u..

L’objectif de cette section est de démontrer le résultat suivant.

Proposition 2.2.3 Soit (Re)->0 telle que 1. < R, < ¢, et soit

() = Z (][aBi u(z) d%Q) Lyi(z).

el
Alors on a
2
. . _ . 2 ) _
;%/Ws Gie(x))? do = hr% A ue () Z(][agi u(x) d%’)lys(:n) dz = 0.
i€l Re
Preuve. On écrit
2
uz () — e (2))? dz = / ue () — Z <][ u(z) d%2> lyi(z)| dx
Q Q i€l 63%5 :
2
= Z/ ue(z) — ][ u(z) d#*? dz
i€l }/51 83}25
2
< U () — ][ w(z) dF? dx
;/@m) ) ( om, " )
<> w ce’ Ve (2)[? de
ZEI El fE
Ce3
<Z /]VuE ))? da
i€l

notamment car chaque boule B (5@', V3 5) touche seulement six cellules voisines de Y. Or v € (0, 00) donc il
existe m, M > 0 tels que % € (m,M).Orr. < R. et 5 - < M donc R—3 et 0. Ainsi comme [, |Vue(z)[* dz

est bornée, on a finalement

lim/|u5(:v)—ﬂ5 z)[? d:n<11m—/|Vu€ )|? dz =0

e—0 Jo e—0 R

ce qui conclue la preuve. |

2.2.5 Construction de la suite de fonctions tests (¢.):>o.

L’objectif est de construire une suite (¢e)s>0 qui reproduit le comportement de wu. : elle s’annule sur

les boules de glace B , et elle est non-nulle « loin » de celles-ci, sur Q \ B! _, avec 1 < R. < ¢. Fixons
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CHAPITRE 2 : Probléme du brouillard de glace.

w0 € D(Q), et (Re)e>o telle que . << R << . On considére le probléme

0. =1 dans B,_,
0. =0 dans Q\ Bpg_, (Po.)
Al =0 dans Bgr_ \ By, .

Ce probléme est équivalent au probléme de minimisation

inf / IVO(x)* dz .
e BRS\BTE

Par le théoréme de Lax-Milgram (3.1.18), ce probléme admet une unique solution, qu’on peut supposer

radiale. En coordonnées sphériques on a donc A0, (r) = 10, (r?9,0.(r)). Ainsi

B 10 [ 5,00, B 0. . . a
_Aeg(r)—O@TaT (r BT<T)>—O<:>BT(T)—T2<:>05—CQ 3

Or 0.(r:) =0 et -(R:) = 1. On en déduit aisément

reRe —Te
cl=———, C¢yg=—
R, — rs’ R, — r&"
ainsi
re Re—1r
O-(r) = — :
r Re —re

On pose alors ¢ := (1 — 6;).

2.2.6 Obtention des équations limites.

On multiplie ainsi ’équation initiale par ¢. et on intégre par parties sur {2 pour obtenir

/Q AV ue(2)Voe(z) dz = /Q F(@)6e(@) da,

or ¢ = p(1 —6;) T, fortement dans L?(€2) donc

fim [ F(@)ou(a) da = [ f(@)ota) o

e—0

De plus, Vo = V(ip(1 — 0z)) = (Vep)(1 — 0.) — V0. donc

/ aVue(z)Ve(z) de = / aVue(z)((Ve)(1 —6:) — oV, )(x) do
Q Q

= / aVu:(2)Ve(z)(1 —0:)(x) de — / ap(x)Vue(x)Vl(x) de.
Q Q

Or on sait que V(1 — 6,) _e Vo fortement dans L2(Q;R3) et Vu, = Vu faiblement dans L?(2;R?),
e e—

ainsi

lin% aVu:(x)Ve(z)(1 —6:)(x) de = / aVu(x)Ve(r) dr.
E— 9] QO
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CHAPITRE 2 : Probléme du brouillard de glace.

2.2.7 Reéflexions sur le terme étrange.

Il nous reste cependant le terme délicat — fQ apVu.V0. dz. Celui-ci ménera au fameux terme baptisé

comme étant étrange et venu d’ailleurs par Francois Murat et Doina Cioranescu. On pose alors

Ve 1= Z <][B_ ® d?fQ) lyi,

i€l Te

telle que @, —>0 © uniformément dans €. On a
e—

—/ ap(x)Vue(x)VO:(z) do = —/ ape () Vue (2) VO () de + / a(pe — @) (x)Vue(2)VO:(z) d.
Q Q Q

On va donc étudier séparément les intégrales
[ . = )@ V(@) 90.0) da, ()
— /Qagos(m)Vug(:r)VGE(fn) dz. (J5)

2.2.7.1 Etude de (J)).

On sait que 0. = 0 dans Q \ Br. donc

/ a(ps — @) (2)Vus(2) VO (z) do = / a(pe — ¢)(2)Vus(2) VO (z) dz.
Q B

Re

De plus, il existe C' > 0 tel que |¢. — ¢| < R. dans Bpr_ ainsi

/ a(pe — ) () Vue(2)VO:(z) do < CRa/ |Vue(z)||VO:(z)| dz
Q Br,

§0R5</B |Vu5(x)|2d:r> (/B \V95($)|2dx>,

et comme (Vu.)e~o bornée dans L?(€;R3), on a

=

1
2

/ a(. — 0)(2) Ve (2)V0. (z) dz < CR. ( / V0. () dx)
Q B

Re

_ re Re—r . L.
Or 0.(r) = TR en coordonnées sphériques locales, donc

00, —Rere 1

W(T) TR —ror?

R ™ 2 2 2

: R.r sin 6 (Rere)
V@xzdx:/ / / ( ”) r? drdpdd = 4m—22
/Bf.e ‘ 6( ) r=re J6=0 J p=0 Re —re r? 4 Re — e

On calcule
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CHAPITRE 2 : Probléme du brouillard de glace.

donc

9 47rC’(R )2
[ 19t e = TR

€

Finalement

N

/ a(pe — ©)(x)Vue (2)VO:(z) de < CR; (/ \Vﬂa(a:)|2 da:)
Q B
< CR: R.r. < Cre Rg
N E% VR —re — E% VR
3
< Cre <%) ’ — 0.

£ e—0

Re

car on a 7y = lim.,o 2§ positif et fini donc v € (¢, C), pour ¢,C > 0.

2.2.7.2 Etude de ([,).

On sait que V0. = 0 dans Q\ (Bg, \ By.). On calcule donc en utilisant les coordonnées radiales locales

== /B | () V@) V(o) da

i€l

R: 2
/r ra/@ 0/ B 86215 (r,p,0 869: (r, g0,9)r2 sin 6 drdedd
Re 2 aug —R.r
(r,p,0 Es)siHHde dé
/r:rE/Q / =0 or v )(RE_TE v

2m —R.re
/ (ue(Re 0,0) — ue(re, 0, 0)) sin 8 d¢d0)< )
=0 R, —r.

2
T _Rere>
R.,,0)sinf dpdf .
/00 =0 ue(fie; 0,6) v ><RE_7"6

- /Q 4 (2) Ve (2) V0

Or on sait que

s 27
/ / R%u.(R., p,0)sinf depdd = 47rR§][ ue(x) do,
6=0 Jp=0 9B}

donc on peut continuer le calcul et écrire

) ™ 2m ) _RETE
— g a o dx Ue(Re, ¢, 0) sin 0 depdd
Bi. 6=0 J =0 R. —re

i€l

S (f, v0r) () (£, e f, wiar).

Te
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CHAPITRE 2 : Probléme du brouillard de glace.

On simplifie et en remarquant que 45, u(x) da = 0, on obtient

—iez;sa< wdyﬂ) ( 47fi:e> ( " ue(z) do — ][ };Eue(a:) d:c)
S a ( @ d%2> ( R‘”f:) -, @) de
:Za( gpd%2> (RE_TE>4ME(3;)

Az

/z <][Bl >Rf— 7,547”1&(3:) dz
e R

e -
€3R —TE/QGSOE(x)uE(x) dz

— 471'7/ ap(x)u(x) dz,
e—0 0

=25

1615

ainsi on a finalement

;i_I>I(1) -/, ape () Vu (x)Vl(x) do = 47r’y/ga<p(x)u(x) dz.

2.2.8 Simplification des équations.

En récapitulant, on a donc
/ Ve (2) Ve (z) do = / F () o) da
@/VuE YWVeo(x)(1 -6 dx—/ﬂagp )Vue(2)Vo.( /f (1 —0.)(z) dz,
En passant & la limite, on obtient finalement

/QaVu(x)Vgo( )dx+47r’y/ dx—/f

pour tout ¢ € P(2). Donc on retrouve bien la formulation variationnelle du probléme

{diV(CLVUEx.T) + 471"7“(50) = f(]?) sur Q’ (ghom)

u € HLHQ).

Le probléme est donc résolu.
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Chapitre 3

Eléments d’analyse fonctionnelle.

Pour traiter correctement les équations aux dérivées partielles, on doit fournir une base solide sur
les espaces dans lesquelles elles sont définies; ce chapitre est donc dédié a l’analyse fonctionnelle. Nous
y rappellerons des résultats de topologie et d’analyse classiques mais indispensables, nous parlerons de
topologie faible puis nous introduirons les espaces L? et les espaces de Sobolev. Nous donnerons finalement

un résultat indispensable & notre étude.

3.1 Topologies faible et faible—:x.

L’objectif des topologies faibles est de rendre les boules fermées (faiblement) compactes en dimension
infinie. Ceci est indispensable en calcul des variations, donc il est ici important d’en faire quelques rappels.
Cependant, les topologies faibles ne sont pas toujours métrisables ; faisons quelques distinctions entre espaces

topologiques et espaces métriques.

3.1.1 Quelques définitions.
Soit X un ensemble, et P(X) 'ensemble des parties de X. Rappelons ce qu’est une topologie sur X :

Définition 3.1.1 Une topologie sur X est un sous-ensemble 7 C P(X) tel qu’il vérifie :

1. @ et X appartiennent a T,

2. si Uy € T pour tout i € I, alors J;c; U; € 7,

3. si U; € T pour tout i € [1, N], alors X, U; € 7.
De plus, la topologie est dite séparée si pour tout v,y € X, x # vy, 3U,, Uy € 7 tels que x € Uy et y € Uy,
et U, NU, = 3.

On rappelle également la définition de la compacité.

Définition 3.1.2 Un ensemble K C X est dit compact si pour toute famille d’ouverts (U;);er de T telle
que K C J;c; Ui, il existe J partie finie de I telle que K C J;c; Ui.

On dit qu’une topologie est d’autant plus fine qu’elle contient plus d’ouverts. Ainsi moins une topologie
est fine, moins il y a d’ouverts, plus il y a de compacts. Dans les espaces métriques, les compacts sont

caractérisés par deux propriétés :
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1. La pré-compacité : un ensemble A C X est dit pré-compact si pour tout ¢ > 0, A admet un

recouvrement fini par des boules de rayon e.
2. La complétude : toutes les suites de Cauchy sont convergentes.

Dans un espace vectoriel normé de dimension finie (qui est toujours fermé), un ensemble est complet si
et seulement sil est fermé, et un ensemble est totalement borné si et seulement s’il est borné. ! Par suite,
les compacts d’un espace vectoriel normé de dimension finie sont les ensembles fermés bornés. En revanche,
dans un espace vectoriel normé de dimension infinie, la boule unité fermée n’est jamais compacte; il s’agit

du théoreme de Riesz.

Théoréme 3.1.3 (Riesz) Soit (E,||-||g) un espace vectoriel normé. Alors il y a équivalence entre :
1. E est de dimension finie.

2. La boule unité fermée de E est compacte pour la topologie définie par sa norme (de toute suite bornée

de E on peut extraire une sous-suite convergente par théoréme de Bolzano- Weierstrass).

Preuve. Supposons & := Bg(0,1) compacte. Du recouvrement ouvert & C U,es Be (x,%) on peut
extraire le recouvrement fini % C U;V:1 B (zj,3). Montrons que F := Vect{z1,..., 2y} coincide avec
E. Par l'absurde on suppose alors qu'il existe € E \ F. Comme F est fermé, il existe y € F tel que
d(z, F) = ||z —yl|| > 0 (fonction continue sur un compact). Alors % € B donc il existe j € [1, N] tel que

gty — il < . Ainsi y+a;d(z, F) € Fet ||z — (y+z;d(z, F))|| < M, on obtient une contradiction. l

Donnons maintenant la définition de topologie engendrée, qui nous permettra de définir les topologies
faible et faible—x.

Définition 3.1.4 1. Soit o € P(X). La topologie engendrée par o est par définition la plus petite
topologie sur X contenant o, et on la note o(X, ).

2. Si (Yi,00)icr est une famille d’espaces topologiques, et si pour tout i € I, ¢; : X — Y;, on appelle

topologie engendrée par (v;)ics la plus petite topologie sur X contenant | J;c; ¢; (0i). On la note

o(X, (piicr) == o(X, o), ond :=| ;" (o).
el
Considérons maintenant (E, ||-|g) un espace de Banach, ¢’est-a-dire un espace vectoriel normé et com-
plet. Il est muni de la topologie engendrée par les boules ouvertes, que ’on appellera topologie forte. On va

maintenant définir la topologie faible.

Définition 3.1.5 L’espace vectoriel E* := ZL(E,R) des formes linéaires continues sur E est appelé dual
Lf (z)]

lzlle

de E. Pour f € E*, on note || f|| g+ := sup, et (E*,||-||g+) est alors un espace de Banach.

La topologie faible o(E, E*) sur E est la topologie la moins fine sur FE rendant continues toutes les
applications f € E*. On caractérise la convergence d’une suite de E pour la topologie faible o(E, E*) de la

maniére suivante.

1. 11 suffit de le vérifier pour la norme ||-||s, dont les boules sont des pavés.
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Théoréme 3.1.6 Soit (x,)nen suite de E. On dit que x,, converge faiblement vers x € E et on note
Ty — x si pour tout f € E*, f(x,) — f(x).

Sur F on a donc déja deux topologies : la topologie forte et la topologie faible o(F, E*). Maintenant,

définissons la topologie faible—x sur E*.
Définition 3.1.7 L’espace vectoriel E** .= L (E,E*) = L(E,Z(E,R)) est appelé bidual de E.

La topologie faible—x notée o(E*, E) est ainsi la topologie la moins fine sur E* rendant continues pour
tout x € F la famille d’applications linéaires ¢, : f € E* — ,(f) = f(z). On peut alors associer a cette

topologie 'injection canonique jg : E — E** telle que jp(x) := @, (f).?

Théoréme 3.1.8 Soit (fn)nen suite de E*. On dit que f, converge faiblement—x vers f € E* et on
note fn, — f si pour tout v € E, f,(x) — f(z).

L’importance de la topologie faible—* provient du fait que la boule fermée unité n’est jamais compacte

pour la topologie forte dans un espace de dimension infinie, or pour o(E*, F) on a ce théoréme fondamental :

Théoréme 3.1.9 (Banach-Alaoglu) Soit (E,|||g) un espace vectoriel normé. La boule unité fermée

B ={f € E* | ||fllg~ < 1} est compacte pour la topologie faible—x.

Le cas particulier ot (E,||-||g) est séparable est intéressant car il nous permet d’obtenir un critére de

convergence sur les suites bornées de de E*.

Proposition 3.1.10 (Compacité faible séquentielle dans E*) Soit (E, ||-|g) un espace vectoriel normé

séparable. Toute suite bornée de E* admet une sous-suite faiblement—x* convergente.

Preuve. On considére {oy, | p € N} une partie dense de E. Soit (fy)nen une suite bornée de E*. On
remarque d’abord que pour tout p € N la suite de réels (fp(ap))nen est bornée. On va utiliser le procédé
diagonal de Cantor, qui consiste & appliquer le théoréme de Bolzano-Weierstrass par récurrence :

— il existe o : N — N strictement croissante telle que (f,,(n)(@0))nen soit convergente,

— il existe o1 : N — N strictement croissante telle que (f,g00,(n)(1))nen soit convergente,

— il existe ¢ : N = N strictement croissante telle que (f,o...0p (n) () )JneN soit convergente,

On considére ainsi 'application strictement croissante
Y :N— N
nr——P(n) :=ppo---0py(n).

Pour tout p € N, on voit que la suite (fy(n)(ap))nen est convergente. Comme {ay, | p € N} est une partie
dense de E et que (fy(,))n € N est une suite bornée de E*, il est facile de montrer que pour tout z € E la

suite (fyn)(7))n € N est convergente. En posant f(z) := limy,c0 fy(n) (), on obtient que fy,) S |

On donne un dernier théoréme qu’on utilisera plus tard.

2. On peut facilement montrer que cette application linéaire est isométrique.
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Théoréme 3.1.11 (Hahn-Banach analytique) Soit E un espace vectoriel réel, et p : E — R une fonc-
tion convexe. Soit F' C E un sous-espace vectoriel et f une forme linéaire sur F' telle que pour tout x € F,
on ait la majoration f(x) < p(x). Alors il existe un prolongement linéaire f de f sur E vérifiant encore

f(z) < p(x) pour tout x € E.

3.1.2 Convergence faible dans un espace de Hilbert.

On introduit maintenant la notion de réflexivité.

Définition 3.1.12 Un espace vectoriel normé est dit réflexif si jp : E — E** est un isomorphisme, donc

Je(E) = E**. Si tel est le cas, E est alors un espace de Banach.

En considérant maintenant (F,||-||g) comme un espace de Banach réflexif, on va obtenir I’équivalent
de la proposition précédente pour les suites bornées de E. Avant, on propose deux résultats auxiliaires qui

aideront pour la preuve.

Lemme 3.1.13 Soit (E, ||-||g) un espace de Banach réflexif, et soit F' C E un sous-espace vectoriel fermé.

Alors F' muni de la norme induite par E est réflexif.

Preuve. Notons i : F — FE le morphisme d’inclusion du sous-espace vectoriel fermé F. Soit F- ¢ E*
'orthogonal de F pour la dualité. Comme F est fermé on a (F)t = F. On note jp : E — E** et
jr + F'— F** les applications canoniques. Considérons maintenant les applications linéaires duales :

— L’application i* : E* — F* est surjective, et keri* = F-,

— Tapplication i** : F** — E** est injective, et i**(F**) = {T € E** | T(f) =0, Vf € F*},

— on a la relation i** o jp = jp o 1.
Soit T' € F** et ¢**(T") € E**. Comme jg est bijectif, il existe x € E tel que i**(T) = jg(x). On a ainsi

T(*(f)) = f(2), Vf € E".

Cela implique que pour tout f € F+, f(z) = 0 et donc z € (F+)+ = F. Ainsi T = jp(x). On a ainsi montré
que jp : F — F** est bijective, ce qu’on voulait. |

Lemme 3.1.14 Soit (E,||-|g) un espace de Banach réflexif. Alors E est séparable si et seulement si E*

est séparable.

Preuve. 1l suffit ici de montrer I'implication
E* séparable = F séparable

car elle induit 'implication F = (E*)* séparable = E* séparable.
Soit (fn)nen une suite dense dans E*. Pour tout n € N, il existe x,, € E tel que ||z,] = 1 et fu(x,) =
| fall-3 Montrons que F' := Vectg(x,,n € N) est dense dans E'; cela suffira a achever la preuve car F est

dénombrable.

3. Il s’agit d’une conséquence directe de la réflexiviteé.
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Supposons donc le contraire : F' # E. Par théoréme de Hahn-Banach, il existe f € E* non-nulle tel que
f(x) = 0 pour tout € F. Comme (f,,)nen est dense dans E*, il existe une sous-suite (fio(n))nen convergente

vers f. Pour tout k € N, f(z;) = 0, on obtient ainsi, pour tout n € N,

Hf(p(n)H = |fN(m<p(n)> - f(xgo(n))’ < an - fH

Cela implique ainsi que || f| = limp 0 [ fo(n)| = 0, ce qui contredit 'hypothese f € E* non-nulle. [ |

Proposition 3.1.15 (Compacité faible séquentielle dans E) Soit (E, ||-||g) un espace vectoriel normé

réflexif. Toute suite bornée de E admet une sous-suite faiblement convergente.

On rappelle maintenant le théoréme de représentation de Riesz.

Théoréme 3.1.16 (Représentation de Riesz) Soit f une forme linéaire continue sur H. Alors il existe

un unique vecteur h € H tel que f(x) = (x,h), pour tout x € H.

Preuve. On procéde en séparant unicité et existence.

Unicité. Soit y1,y2 € H tels que pour tout x € H, (y1,z) = (y2,x) = f(z). En prenant z = y; — y2, on
obtient (y; — y2) = 0, d’ott y1 = yo.

Existence. Comme f est continue, on sait que ker f est fermé. Si (ker )+ = {0}, alors ((ker f)1)+ =
ker f = H donc f = 0 et on prend y = 0. Sinon, soit w € (ker f)* tel que ||w|| = 1. On a f(w) # 0 et pour

xr € H,ona

f(x) f(z)

r — “——w € ker f, ainsi (w,z — “—~w) = 0.

fw) f(w)

D’ow, pour x € H,

en posant y = f(w)w. [ |

Ce théoréme posséde un corollaire trés utile qu’on énonce maintenant.

Corollaire 3.1.17 Tout espace de Hilbert est réflexif.

Ainsi, on pourra utiliser la compacité faible séquentielle dans des espaces de Hilbert ; autrement dit,
pour établir une convergence faible—x* d’une suite de H, nous aurons juste besoin de montrer qu’elle est

bornée. Grace au théoréme de représentation de Riez, on peut démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 3.1.18 (Lax-Milgram) Soient H un espace de Hilbert, a une forme bilinéaire, coercive et
continue sur H x H, et £ une forme linéaire continue sur H. Alors il existe un unique uw € H tel que pour
tout v € H, a(u,v) = £(v). Si de plus a est symétrique, alors u minimise la fonctionnelle J : v € H —
sa(v,v) — L(v).
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3.2 Espaces fonctionnels.

Dans ce chapitre nous définissons les espaces fonctionnels qui nous sont nécessaires, en particulier les
espaces de Sobolev qui sont les espaces naturels de fonctions permettant de résoudre les formulations varia-
tionnelles d’équations aux dérivées partielles.

Dans la suite, Q désigne un ouvert de R%, muni de la mesure de Lebesque.

3.2.1 Espace de Lebesgue L*().

Comme un espace de Sobolev se construit & partir de I'espace L? des fonctions de carrés sommables, on

commence par donner quelques rappels a ce sujet.

3.2.1.1 Définitions et densité des fonctions tests.

Définition 3.2.1 On définit l'espace L*(Q) comme l’espace des fonctions mesurables de carré som-

mable sur louwvert Q. On définit le produit scalaire

<ﬂ@=4ﬂ@%ﬂm

pour f,g € L*(Q) ; muni de celui-ci, L*(Q) est un espace de Hilbert. On note

Hﬂumnz(xQﬂmP¢Qé

Rappelons que les fonctions mesurables dans €2 sont définies presque partout dans €2 : si on change les

la morme correspondante.

valeurs d’une fonction mesurable f sur un sous-ensemble de €2 de mesure nulle, on ne change pas la fonction.

Remarque 3.2.2 D’ailleurs, L?(Q) est appelé I'espace des fonctions L? sur €2, bien que ses éléments soient
des classes d’équivalence de fonctions. Ainsi, on a I’habitude de dire qu'un élément de L?(£2) est une fonction,

bien que strictement il s’agisse d’une classe de fonctions.

Notons dans la suite C2°(£2) I'espace des fonctions lisses a support compact dans €. Nous avons d’ailleurs

un résultat important sur cet espace :

Théoréme 3.2.3 (Densité des fonctions tests dans LP) Soit Q = Re. L’espace C°(Q) est un sous-
espace dense de LP(2) pour 1 < p < oo.

Preuve. La preuve est découpée en quatre lemmes qu’on présente maintenant.

Lemme 1 Soit f € LP(QQ). Alors il existe (fn)nen suite de fonctions LP() a support compact qui tend
vers f € LP(Q).

On note B, = B(0,n) C Qet f, = 1p, f. Donc f, est a support compact et |f,| < |f| donc f, € LP(Q).
De plus, f, — f simplement, donc |f, — f|P —+> 0 simplement, et Vn € N, |f,, — f|P < 2P| f|P donc par
n—-+0oo

convergence dominée, fQ |fn — fIP _+> 0. 0
n—-+0oo
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Lemme 2 On définit p telle que

1

l\')l»—t

exp (—m) si x €]

0 sinon.

p:xeRH{

Alors p € C°(R). On définit alors p. comme

(%)
Ja p(lul) du’
On appelle cette fonction noyau régularisant, et elle présente des propriétés intéressantes :
— p: €CX(Q)
— supp(pe) C B(0,¢)
— Jope=1

Lemme 3 Si f € LE(Q) et ¢ € C(Q) alors (f * ¢) € C(Q).

Pe 1T EN+—>

Déja, (f = ¢) est a support compact et supp(f * ¢) C supp(f) + supp(¢). De plus, (f * ¢) est lisse par
le théoreme de dérivation sous le signe [. En effet, pour tout € Q, z — f(y)d(z — y) est C en z et

ses dérivées successives sont f(y) (d(k)qb)‘_y. On montre qu’il existe g € L1(Q) telle que V(x,y) € Q x Q,
17 () (A®¢),_ | < g(y) or f(y) (@P),_ I < [f W)l - [dllgr := 9(y). et g € L1 (). O

Lemme 4 Sip € [1,+oc|, alors (p.  f) — f dans L*(Q).
On note f. := f * p. et on écrit
fole) = £@) = [ Fa =)o) dy = 1) = | fo =)o) dy— [ f@)oeto) dy
= [ (=) = 1) p-t0) o

On prend alors ¢ tel que % + % = 1. Donc, par Holder

1

(@) |<(/|fx— - >rppe<>dy)%(/9pe<y>dy)a
< ([ == rorom a)”.

/\fs !”dx</</ |z —y) — f(@)|Ppe(y )dy> da
/ </|f:n— = )|pdx> dy.

On admet que la translation est une application continue dans LP(2). On fixe donc a € Q et on regarde

8=

et on a alors

I’application

To o f € LP(Q)— f(-—a) € LP(Q).
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Alors lim,—,0 74 (f) = f dans LP(Q).
On montre maintenant que lim._( fQ |fe — f|P dz = 0. Soit § > 0. Alors d’aprés précédemment, il existe

go > 0, tel que pour tout y € B(0,&p), on a

L1t =) =g as <5 aone [ ) ([ 110 - )= flo) ac) ay <

Finalement on obtient

e—0

iy [ 1. - 1 do =0,
Q

ce qu’on voulait. |

On a démontré ce résultat pour LP(R?), avec p € [1, 0o, donc il est bien valable pour un ouvert Q C R?
dans le cas p = 2. On a donc mis en évidence le fait que pour tout f € L?(Q), il existe une suite (fy,)nen
de C°(Q) telle que

dn (16 = 5@ a) = i f = flliae =0

Ce résultat admet un corollaire intéressant qu’on explicite ci-dessous.

Corollaire 3.2.4 Soit f € L*(Q). Si pour toute fonction ¢ € C°(Q) on a

/ f(@)p(x) dz =0,
Q

alors f(x) = 0 presque partout sur .

3.2.1.2 Dérivation faible.

La dérivation faible généralise la dérivation usuelle (qu’on appelle souvent dérivation forte), et est un

cas particulier de la dérivation au sens des distributions.

Définition 3.2.5 Soit F' € L?(2). On dit que F est dérivable au sens faible dans L*(Q) s’il existe des
fonctions fi € L*(Q), pour i € [1,d], telles que, pour tout o € C°(Q), on a

I
/Q Fo) 52 (2) do = - /Q Fi(@)p(@) da,

ot chaque f; est appelée la i—éme dérivée partielle faible de F' et est notée f; := g—gi On a donc
F
/QF(x) g;i (x) de = — ; gxl (x)p(z) dz.

Cette définition fait sens; par le corollaire (3.2.4), les f; sont uniques (si elles existent). Bien str, si F
est dérivable au sens usuel et que ses dérivées partielles appartiennent a L?(€2), alors les dérivées fortes et
faibles de F' coincident. Donnons maintenant un critére simple et pratique pour déterminer si une fonction

est dérivable au sens faible.
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Proposition 3.2.6 Soit F € L*(Q). S’il existe C > 0 une constante telle que, pour tout ¢ € CX(Q) et

pour tout i € [1,d], on a
P 3
v <c ( [ e dx) = Cllell ey

X
8.1?,'

(x) dx

alors I est dérivable au sens faible.

Preuve. On définit la forme linéaire

2(9) = [ P52 @) do

A priori cette forme n’est définie que pour ¢ € C(€2), or via I'inégalité ci-dessus, on peut étendre & par
continuité & tous les ¢ € L?(Q) car C°(Q) = L%(Q) par le théoréme (3.2.3). L’inégalité prouve ainsi la
continuité de & sur L%(Q). Par le théoréme (3.1.16), il existe une fonction (—f;) € L?(Q2) telle que

-~ | £l

ce qui démontre que F est dérivable au sens faible dans L?(). [ |

On peut généraliser la définition (3.2.5) de la dérivée faible & certains opérateurs différentiels qui ne font
intervenir que certaines combinaisons de dérivées partielles. C’est par exemple le cas de la divergence d’une

fonction & valeurs vectorielles, qui nous sera utile par la suite.

Définition 3.2.7 Soit v : Q — RY dont toutes les composantes appartiennent o L*(Q) (on notera ainsi
v e L2(Q)9). On dit que v admet une divergence au sens faible dans L*(Q) s’il existe f € L?() telle
que, pour tout p € C°(Q2), on ait

/Q Y(z) : V() dw = — /Q F(2)p(a) da

La fonction f est appelée la divergence faible de ~y et est notée div(y). On a donc
[ 2@ s Veola) do = = [ diviy)@)pla) de.

On a ainsi la généralisation du critére précédent :

Proposition 3.2.8 Soit v € L*(Q)¢. S’il existe C > 0 une constante telle que, pour tout o € C(S2), on

‘/ ) da

alors v admet une divergence au sens faible.

att

< Cliell2 )

3.2.2 Espaces de Sobolev.

En physique ou en mécanique, un espace de Sobolev est souvent appelé espace d’énergie dans le sens o

il est constitué des fonctions d’énergie finie (c’est-a-dire de norme || f|| z1(q) finie).
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3.2.2.1 Espaces W?(Q) et H'(Q).
Soit p € R tel que 1 < p < .

Définition 3.2.9 L’espace de Sobolev WP (Q) est défini par

wiP(Q) = {u € LP(Q) | 3q1,...,94 € LP(Q),Yp € D(Q),Vi € [[1,d]],/ u
Q

o

Définition 3.2.10 On définit I’espace de Sobolev H'(Q) := W12(Q) par

HY(Q) = {FeL2(Q) Vi [[1,d]],g£ (Q)},

ot g_F est la dérivée partielle faible par rapport a x;.

On donne maintenant un résultat sur la complétude de H' ().

Proposition 3.2.11 Muni du produit scalaire

(f.g) = /Q (F(2)9(z) + VI(z) : Vg(z)) dr,

et de la norme associée

1l = ( | @+ v seP) dx> ,

Uespace de Sobolev H' () est un espace de Hilbert.

Preuve. Soit (F,)nen+ une suite de Cauchy dans H'(Q). Par définition de la norme de H(), (F},)nen+ et

(%I;” )nen+ pour i € [1,d] sont des suites de Cauchy de L2(Q2). Comme L?(f2) est complet, il existe F € L?(12)

tel que lim, o0 Fy, = F et f; € L2() tel que limy, 00 %I; o — f;. Or par définition de la dérivation faible,

pour tout ¢ € C°(Q2), on a

/F( 122 ey de = — [ 2 (@)p(a) da.

ox; q 0z

| F@32 de =~ [ @)eta) az

ce qui prouve que F est dérivable au sens faible et que f; est la i—éme dérivée partielle faible de F'. Donc
F € HY(Q) et (F,)pen+ converge vers F dans H'(). [ |

En passant a la limite, on obtient

Il est trés important en pratique de savoir si les fonctions réguliéres sont denses dans H'(Q) : cela
justifie en partie la notion d’espace de Sobolev, qui apparait ainsi trés simplement comme ’ensemble des
fonctions réguliéres complété par les limites de suites de fonctions réguliéres dans la norme ||ul|g1(q). Cela

permet de donner un résultat de densité similaire & celui du théoréme (3.2.3).

Théoréme 3.2.12 (Densité de C°(2) dans H1(Q)) 9i Q = R%, ou Q = R%, ou encore si  est un

ouvert borné réqulier de de classe €', alors C°(Q) est dense dans H(Q).
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Remarque 3.2.13 L’espace C°(€2) est constitué des fonctions lisses réguliéres a support compact dans
le fermé Q. En particulier, si € est borné, alors toutes les fonctions C°°(Q) sont nécessairement & support
compact, et donc on a C*®(Q) = CX(9Q).

3.2.2.2 Espace H}(Q).

Définissons maintenant 1'espace H}(£2), un sous-espace de H'(Q) qui est trés utile pour les problémes

avec conditions aux limites de Dirichlet.

Définition 3.2.14 L’espace de Sobolev H}(Y) est défini comme ’adhérence de C°(Q) dans H'(1).

Donnons un résultat sur la complétude de H}(€2).

Proposition 3.2.15 Muni du produit scalaire

(f.g) = /Q (F(2)g(z) + V(z) : Vg(z)) dr,

et de la norme associée

1
2

s = [ (@ + 19u@)) az)”

Vespace de Sobolev HE () est un espace de Hilbert.

Preuve. Par définition, Hg () est un sous-espace fermé de H'(2) qui est un espace de Hilbert, donc c’est
aussi un espace de Hilbert. |
On donne maintenant un lemme essentiel pour démontrer 1'inégalité de Poincaré.

Lemme 3.2.16 Soit Q C R? ouvert borné dans au moins une direction de Uespace. Il existe C > 0 telle
que, pour tout f € CH(Q), telle que f =0 sur 9Q, on ait

.Tzl' 1'21'.
/Qlf()ld SC/Q!Vﬂ)Id

Preuve. L’hypothése sur le caractére borné de Q2 dit que pour tout x € €2, la premiére composante x est
bornée, donc il existe a < b réels tels que —oco < a < x1 < b < 0.

Soit f € C1(Q), nulle sur Q. On peut 1’étendre par continuité par 0 en dehors de § et écrire pour x € {2

LA
f(z) = ’ 8—mfl<t’m’”'7xd) dt,
d’ou, par Cauchy-Schwarz,
1] 9 2 b o 2
F ()2 < (21 — a)/a a—i(t, oo wg)| dE< (b a)/a a—i(t,mg, )|

En intégrant sur €2 on obtient alors

JAEClE //

——(t,z2,...,xq4)| dtdz,
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et en permutant les deux intégrations par rapport a t et x1, on a

[@p <o-a2 [ 128

8951
ce qui achéve la preuve. [ |

2
—0,2 .1'2 X
@) de<0 >/Qrw< ) da.

Proposition 3.2.17 (Inégalité de Poincaré) Soit Q C R? ouvert borné dans au moins une direction de
Vespace. Il existe C > 0 telle que, pour tout f € HE(Q),

$2.7}' .'172{1}.
/Qlf()ld SO/Q!W()!d

Preuve. Pour les f € C2°(2), on a déja montré 'inégalité de Poincaré dans le lemme précédent. Donc par
densité, le résultat reste vrai pour tout f € Hi(Q). En effet, comme C2°(Q) est dense dans H}(2) par
définition, il existe (fy)nen suite de C2°(Q) telle que

T (1 = full30y = T [ (I(f = f)@)P +[9(f ~ f)(@)) dz=0.

n—oo Q

En particulier, on en déduit que

lim /Q\fn(:c)|2 da:z/g\f(m)\Q dz et nan;o/(]|an(x)\2 dx:/Q]Vf(:v)]2 dz.

n—oo

Ainsi, par le lemme (3.2.16), on obtient

/ fal@)? dz < C / 1V fula)]? da,
Q Q

et en passant & la limite dans chacun des deux termes de 'inégalité, on a

2 2
/Qlf(:r)l dZESC/Q]Vf(x)] dz.

ce qu’on voulait. [ |

Remarque 3.2.18 Cette inégalité de Poincaré n’est pas valable pour les fonctions de H'(Q); en effet, les
fonctions constantes non-nulles annulent [, |V f(z)|? dz mais pas [, |f(z)|* dz. Il est donc essentiel que les
fonctions de H}(Q) s’annulent sur 9.

Un corollaire principal de I'inégalité de Poincaré est I’obtention d’'une norme plus simple dans H&(Q)

Corollaire 3.2.19 Soit Q C R? ouvert borné dans au moins une direction de Uespace. Alors la semi-norme

lngen = [ [95@0P ac)

est une norme sur H} () équivalente a celle induite par celle de H' ().
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CHAPITRE 3 : Eléments d’analyse fonctionnelle.

Preuve. Soit f € HL(). Alors déja
1
2

e = ( [ wser dm)% < fllrcey = ( | 1@ + v s@P) dx)

De plus, par inégalité de Poincaré,

ey < (€+1) [ IVF@P do = (€ + DIy 0

ce qui prouve que | - |H5(Q) est équivalente & [|-[| 1 (q)- [ |

3.2.2.3 Théoréme de trace et formules de Green.

Comme pour n’importe quelle fonction mesurable, on ne peut parler de la valeur ponctuelle d’une
fonction f € H'(Q) que presque partout dans €. Ainsi, on ne peut pas définit clairement une valeur au
bord, ou trace de f sur 92 car 952 est de mesure négligeable ou nulle. Néanmoins, pour tous les problémes
aux limites, on peut définir la trace f),, d'une fonction de H L(Q). Ce résultat se nomme le théoréme de

trace. Avant de le rappeler, on donne une définition d’ouvert régulier.

Définition 3.2.20 Un ouvert Q C R? est dit régulier de classe C* (avec k > 1 entier) s’il existe un
nombre fini d’ouverts (w;)icr, et que pour chaque i € I, il existe une application bijective ¢; de classe Cc*

telle que
¢ twi — Q= {y = (v,ya) ERTI X R || < 1, ]ya| < 1}
dont Uinverse est aussi de classe C*, et telle qu’on ait
6i(wiNQ) = QN {y=(v,ua) € R xR |y >0},

¢i(w; N ON) =Qﬂ{y= (v ya) ERTI xR | ydzo}.

Théoréme 3.2.21 (Trace) Soit Q un ouvert borné régulier de classe C', ou bien Q = RL. On définit

Uapplication trace par

Y : HY(Q) N C(Q) — L*(09Q) N C(09)
fr—= () = floa-

Cette application se prolonge par continuité en une application linéaire continue de H'(2) dans L?(09),

qu’on note encore vyy. En particulier, il existe C > 0 telle qu’on ait

1 fllz200) < CllfllH1(0)s

pour tout f € H(Q).

Preuve. On démontre le résultat pour Q@ = RS = {z € R? | x4 > 0}. Soit f € CEO(JRTD On pose = :=
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(z',x4), on a alors

“+00

F0P=—2 [ i anl

— (2, z4) dxg,
0 8a:d( d) d

2
dzg.
On intégre en 2’ et on ainsi

/ 2 / 2
i GO 0 < / 1 (|f<x>| ) d,

c’est-a-dire HfHL?(aRi) < Hf”Hl(]Ri)' Par le théoréme (3.2.12), on obtient ce qu’on voulait. |

et, en utilisant l'inégalité 2ab < a? + b2,

+o00 b
|f(a',0)7 S/O (If(x’,md)l2+ ‘8—;(96’,%)

of

Oy

5 (@)

Grace a ce théoréme, on peut donc parler de la valeur d'une fonction de H'(Q) sur le bord 9. Il
permet aussi de généraliser aux fonctions de H'(Q) la formule de Green. On rappelle d’abord celle-ci pour
une fonction C*(Q).

Théoréme 3.2.22 (Formule de Green C'(Q)) Soit Q un ouvert régulier de classe C*. Soit h € C1(Q)

a support borné dans Q. Alors elle vérifie la formule de Green

oh
q 0z; () dz = /89 h(z)ni(x) ds,

ot n = (n;)ieq,a) est la normale extérieure a €.

La formule d’intégration par parties se déduit de ce dernier en prenant h = fg.

Corollaire 3.2.23 (Formule d’intégration par parties) Soit Q un ouvert régulier de classe C'. Si on

a des fonctions f,g € CY(Q) a support borné dans Q, elles vérifient

9g _ of ‘
| r@gt@ s == [ g ar+ [ r@glam(e) as
oty n = (N;)iep,a) est la normale extérieure a €.

On donne maintenant la généralisation de la formule de Green.

Théoréme 3.2.24 (Formule de Green H(Q)) Soit Q un ouvert borné régulier de classe C*. Si on a
des fonctions f,g € HY(Q), elles vérifient

Jg _ of ‘
| r@gt@ == [ g ar+ [ r@glem(z) as
ot n = (N)icq,a) est la normale extérieure a 0.

Preuve. Par densité de C°(Q) dans H'(Q), il existe des suites (fy)nens €t (gn)nen+ dans C°(Q) qui

convergent dans H'(Q) vers f et g respectivement. Par formule d’intégration par parties , on a

/f” ?)ij —/an( )3fn dz +/ fn(2)gn(2)ni(x) ds.
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On peut passer a la limite les termes f,(x )89"( ) et gn(z )af oo () grace a la convergence dans L?(9). Pour
passer a la limite dans la derniére intégrale, on utilise 'inégalité de continuité de ’application trace du
théoréme (3.2.21), qui permet d’affirmer que vo(f,) (resp. Y0(gn)) converge vers vo(f) (resp. 10(g)) dans
L?(0£2). On obtient ainsi

[r@g@ ar = [ @@ s [ @o@ni s

ce qu’on voulait. |

Comme conséquence du théoréme de trace, on obtient une caractérisation simple de Hg ().

Corollaire 3.2.25 Soit Q un ouvert borné régulier de classe C1. L’espace H(Q) coincide avec le sous-

espace de HY(Q) constitué des fonctions qui s’annulent sur le bord 0.

3.2.2.4 Espaces H1(Q), LP(0,T; X) et C([0,T]; X).

Ces espaces sont indispensables pour étudier correctement les équations d’évolution. Dans cette section
et dans la suite du document, on pourra adopter selon les cas la convention d’écriture 8% = 0, pour la

dérivation partielle.

Définition 3.2.26 L’espace de Sobolev H=(Q) désigne le dual de H} ().

Pour la suite, on note (- | -) le jumelage entre H=1(Q) et H}(2). On peut alors définir une norme :

Définition 3.2.27 Soit f € H=1(Q). On a la norme
110y = sup { (1 w) [ w € HYQ), lull gy < 1}
On donne maintenant un résultat important permettant de caractériser H ().

Théoréme 3.2.28 Supposons que f € H-(Q).
1. Il existe des fonctions fO, f1,..., f4 dans L*(Q) telles que, pour tout v € HE(Q), on ait

(flu)z/ﬂ( +Zfl 2)90(x )

ot f' est la i—éme composante de f.

2. De plus, on a

d 3
|1l s-1 oy = inf ( Ifi(x)l2dx>
(@) i >

8. En particulier, on a (v | u) = (v,u)2(q) pour tout u € Hi(Q), et v e L*(Q) € H ().

S e L(Q)

Preuve. Notons que lorsque la condition 1. est vérifiée, on écrira f ( ) fOz) — Zle Oz, [1(z).
Soient u,v € H{}(R), on définit le produit scalaire (u,v) = [, (V Vou(z) + u(x)v(x)) dx. Soit f €
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H~1(Q). On applique le théoréme de représentation de Riez (3.1.16) et on en déduit I'existence d’une unique
fonction u € H} () telle que (u,v) = (f | v), pour tout v € H}(£2). On a donc

[ (Vute) s Vola) + ulw)o(a) do = (7 o)

pour tout v € Hg(Q), et on obtient ce qu’on voulait pour f =u et f* = d,,u pour i € [1,d].
Ensuite, supposons f € H~1(£), avec

d
( | v) = /Q (go(a:)v(a:)—i—Zgi(x)axiv(a:)) dz,

i=1

pour ¢°, g1, ..., g% € L?(Q). En considérant

/Q(Vu(x)VU(x) +u(x)v(z)) de = (f | v)

et en prenant u = v, on a

d

d
/Q(IVU(CC)IQHU(HT)!Q) dw:/Q (90(95)11(90)+Zgi($)0mv(w)> dwé/gglgi(@ﬁdx-

i=1

Orsi f=wuet fi = 0,,upour i€ [1,d], on a

d d
7 2 7 2
/Q;\f ()| dxs/Q;Lq ()P de.

Par la définition de (f | v), on a

. :
v i:c 2 X
KH)K(L?}HHd>,

sion a [|v] g q) < 1. Ainsi

d 3
1£ll-1) < ( |f%w»2dx) ,
o < ([0

or en prenant v = W on a
H

)
d@

_ u Ju(x)|?
(Vu(z)Vo(z) + u(z)v(z)) dx Vu(x)V Talmrn (x) + Tl e dz
Q Q H () UlHg (@)
1 2 2
| (Vu@P + fu(@)?) e,

Nl

et alors

d 3
11l - =< | () dr) :
o= [ >
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ce qui démontre I’assertion 2. en prenant f = u et f' = 0,,u pour i € [1,d].

L'égalité (v | u) = (v,u) 12 se déduit de la premiére assertion. [ |

Ces espaces nous permettent d’en définir de nouveaux, utiles pour la suite de notre mémoire.

Définition 3.2.29 Soit X un espace de Banach réel. L’espace LP(0,T;X) est I’ensemble des fonctions

mesurables u : [0,T] — X avec
T »
[ull o 0.1x) = (/0 [|ul|P dt) < 00,

[[ul| Lo (0,7, x) == supess [[u(t)|| < oo.
t€[0,T

o

pour 1 < p < oo et

Définition 3.2.30 Soit X un espace de Banach réel. L’espace C([0,T]; X) est l’ensemble des fonctions
continues u : [0,T] — X avec

.y = t .
[ulleo,77:x) nax, [u(®)[] < oo

3.3 Théoréme de Rellich-Kondrachov.

Dans cette partie, on donne le théoréme de Rellich-Kondrachov. 11 est essentiel & notre étude car il
affirme qu’on peut extraire de toute suite bornée de H'(£) une sous-suite faiblement convergente dans

L?(£2). On commence par rappeler les définitions d’injections continue et compacte.

Définition 3.3.1 Soit E, I’ deux espaces de Banach, tels que E C F.
— On dit que qu’il y a injection continue de E dans F s’il existe C > 0 tel que pour tout x € E, on
ait ||z|[r < Cllz|e.
— On dit que qu’il y a injection compacte de E dans F si pour B C E borné, on a B relativement

compacte dans E.

Autrement dit, s’il y a injection compacte de E dans F, cela signifie que de toute suite bornée de E, on

peut en extraire une sous-suite faiblement convergente dans F'.

Définition 3.3.2 Soit 1 < p < 00, on appelle exposant conjugué de Sobolev de p le réel p* = d‘%, tel

1 _1_1
que o =5 = §-

On rappelle maintenant un théoréme essentiel & la base de Rellich-Kondrachov.

Théoréme 3.3.3 (Inégalité de Gagliardo-Niremberg-Sobolev) Soit 1 < p < oo, alors pour tout f €
WLP(RY) on a

1 1

([ 1rr )" <au, ([ 1vrp as)”

(d=Dp
d—p

ot on peut prendre o, = par exemple.
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On donne maintenant le résultat principal de cette section.

Théoréme 3.3.4 (Rellich-Kondrachov) Soit 2 un ouvert régulier borné C*.
— Sip€e[l,d), alors WHP(Q2) C LI(2) avec injection compacte, pour tout q € [1,p*).
— Sip=d, alors W-4(Q) C LY(Q) avec injection compacte, pour tout q € [d, o).
— Sip € (d,o0], alors WiP(Q) C C(Q) avec injection compacte et on a l’inégalité

a1
ullwreoyle — y' =%

[f(@) = fW)| < Cpa

pour tout f € L*(Q) et z,y € Q.

On pourra donc extraire de toute suite bornée de H'(£2) une sous-suite faiblement convergente dans L?(2).
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Chapitre 4

Exemple de probléme d’évolution.

Dans le cadre de cette étude, on s’intéresse & des équations aux dérivées partielles linéaires qui ont
une variable temporelle. Nous les appelons équations d’évolution, I'idée étant que la solution évolue dans le
temps a partir d’une configuration initiale connue. L’objectif de cette courte section est de donner une idée
de comment obtenir des solutions faibles pour de tels problémes.

Dans cette partie, sauf mention du contraire, Q désigne un ouvert de R?. Prenons |’ équation de la chaleur,

équation parabolique du second-ordre, a laquelle on rajoute des conditions, pour former le probléme

%(%t) — Au(z,t) =0, sur QxR
u(z,t) =0, sur 09 x R

u(z,0) = up(z), sur 2

otu: QxR - Reton A= Zle g—% désigne le laplacien par rapport aux variables d’espace. Cette
équation modélise ainsi la distribution de la température sur un domaine €2 en fonction du temps, et elle
ainsi que ses variantes interviennent dans de nombreux problémes de diffusion, et est I’exemple le plus simple
d’équation parabolique. Les équations paraboliques du second-ordre sont ainsi une généralisation naturelle de

I’équation de la chaleur.

4.1 Définition du probléme d’évolution.

Dans la suite, on considére Q comme un ouvert borné de R%, et on note Qp = Q x (0,T], pour un

certain temps fixé T' > 0. Nous allons ainsi étudier le probléme
%—“(:E,t) + ZLu(x,t) = f(x,t), sur Qp

x,t) = sur 02 x [0, 7] (P)
‘T’

u( =0
u(z,0) = g(z), sur  x {t =0}
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ot f:Qpr = R, g:Q— R sont donnés, et ot 'on cherche u : Qp — R. La lettre .Z désigne un opérateur

différentiel du second ordre, pouvant étre sous forme divergente

d d 9
Lu(x,t) = —ZZ D
i=1 j=1

ou sous forme non-divergente

i <aij(x,t)§xj( ) x,t) —i—ZbZ x, t (x,t) + c(z, t)u(x,t), (F. Div)

ou
” ‘( F. Ndi
ZZ@ T, t)——— 8%853@ (x,t) —I-Zb x,t) &T —(x,t) + c(z, t)u(zx, t), ( div)

i=1 j=1 v
ot a¥, b et ¢ sont des coefficients pour 4,5 € [1,d].

Définition 4.1.1 L’opérateur différentiel % + £ est dit uniformément parabolique s’il existe une

constante 0 > 0 telle que
d d N
016 <D > aY (1)
i=1 j=1

pour tout (z,t) € Qp et tout & € RZ.

Remarque 4.1.2 Pour retrouver I’équation de la chaleur, il suffit de prendre a¥ = i, b=c=f=0,et

on obtient alors

et ainsi %(:c,t) + ZLu(z,t) = f(x,t) devient %(m,t) — Au(z,t) = 0.

En physique, les équations paraboliques décrivent ’évolution dans le temps de la densité d’une certaine
quantité u dans la région §2. Dans ces équations, le terme de second ordre décrit la diffusion, le terme de
premier ordre décrit les phénoménes de transports, tandis que le terme d’ordre zéro décrit la création ou la

destruction.

4.2 Solution faible.

Dans cette section, on considére que .Z est sous forme (F. Div), et on essaie de trouver une formulation
efficace de la notion de solution faible pour le probléme d’évolution (). On suppose que les coefficients
a = a’’, b’ et ¢ sont bornés pour 4,5 € [1,d], que f € L*(Qr) et g € L?(Q).

Définissons maintenant la forme bilinéaire

Au.vit] = [ 3 (a1 m+zbz ) o e t) + el e Dot t) | da

i=1 j=1

pour u,v € H}(Q) et t € [0,7] presque partout. Pour avoir une définition satisfaisante de solution faible,

on suppose dans un premier temps qu’effectivement u est solution lisse du probléme (£). On associe alors
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a u ’application
u:tel0,T)] — Hi(Q)

telle que [u(t)](x) := u(x,t) pour (z,t) € Qx[0,T]. Ainsi, on ne considére plus v comme une simple fonction
de x et t, mais comme une application de ¢t dans un espace de Sobolev de fonctions de x. On définit d’une

maniére similaire
f:tel0,T] — L*(Q)
telle que [f()](x) := f(x,t) pour (x,t) € Q x [0,T]. Alors, si on prend une fonction v € HE(Q2), on peut

écrire

d d d
v(Ou+2u) =vf v [0 =D 0, (a90,u) + > b0 u+cu | = vf

i=1 j=1 1=1

d

d
@/ atu—ZZa ao, u Zblamlu—i—cu :/vf
=1 j=1 Q

d

/v——/ ;;axl a0, u +Zb’8 A cu :/Qvf
/v——/ ;;8@% a’ 8;,3Ju / szﬁ u+/vcu—/vf,

or par intégration par parties on a

/ ZZ% 0" 0;u) /ZZ 0" 9 udy,v,

=1 j=1 =1 j=1

et on obtient ainsi
28 ”8 ) / szﬁ u+/vcu—/vf

fra- )
i= 1] 1
/ / Za”axluaxjv—i—/Zb’@xzuv—k/vcu—/vf
1 j5=1

i=

/ / Za O, U0, U+Zb8 UV + veu :/vf
Q

i=1 j=1
o (0.5 )+ Pt = 0.,

ot (-,-) désigne le produit scalaire sur L?(£2). Ensuite, on note

d d
gO =f— Zbiaxiu —cu et gj = Zaijazi%

i=1 i=1
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et on voit que
d
ou = g° + Z@zjgj sur €.
i=1

Par ce qui a été vu dans le chapitre 1, ¢° + Zle &Tjgj appartient a H~1(Q), et on a
1
2

n
Orulls0) < [ Yol lz@y | < € (lullmyey + lullze))
j=0

Tout cela permet d’aboutir & la définition suivante.

Définition 4.2.1 On dit qu’une fonction u € L?(0,T; H}(S)), avec % € L2(0,T; H1(Q)) est une solu-
tion faible du probleme (P) si on a u(0) =g et

<v, %> + Blu,v;t] = (f,v),

pour tout v € H(Q) et pout presque tout t € [0,T].
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Chapitre 5

Notions de mécanique mathématique.

Dans cette section, on introduit quelques éléments de mécaniques pour illustrer certaines des notions
qu’on utilise dans ce travail. En effet, 'avantage de la mécanique, et de la physique en général, est qu’elle
permet souvent de s’approprier certains résultats abstraits qu’on étudie en mathématiques. En sens in-
verse, les progrés de celles-ci ont souvent été, et sont encore stimulés par des difficultés rencontrées par
des physiciens. La finalité de cette section est I'obtention de I'équation de la chaleur, qu'on étudiera en

homogénéisation.

5.1 Prolégoméne mathématique.

Cette partie se consacre & l'introduction des notations, quelques rappels sur des opérateurs différentiels
et des propriétés qui seront utiles par la suite.

Dans ce qui suit, et pour toute la suite du mémoire, on désignera les scalaires et les points de l’espace par
des symboles commengant par des lettres minuscules, et les vecteurs et les fonctions a wvaleurs vectorielles

par des symboles commencant par des lettres minuscules en caractéres gras.

5.1.1 Quelques notations.

— On note e = (e1, e, e3) la base canonique de R3, qui est orthonormée.

— On note u; la i—éme composante du vecteur u dans la base canonique, on a donc u = 2?21 Ui€;.

— Le produit scalaire entre deux vecteurs est noté u - v = Zf’zl U;V;.

— La matrice dont toutes les composantes sont nulles sauf celle situées sur la i—éme ligne et la j—iéme
colonne est notée e; ® €.

— On note A;; la composante se trouvant sur la i—éme ligne et la j—iéme colonne de la matrice A.
Ainsiona A =39 | Z?=1 Ajjei @ ej.

— Le produit matriciel est noté AB, ainsi (AB); ; = 22:1 A; 1By j.

— Le produit « scalaire » matriciel est noté A : B := 2 Z?:l A; ;B ;.

— Le symbole de Kronecker est noté ¢;; et est tel que d;; = 1 si i = j, 0 sinon.

1 2 3
— Pour tout triplet (i, j, k) € {1,2,3}3, on pose le symbole d’orientation e := sgn = 41.
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_ ; Arive ; . Of o, . _Of O
On note quelquefois les dérivées partielles f; := Tar> fij = w05, fijk = 707,075

5.1.2 Opérateurs différentiels courants.

Définition 5.1.1 Le Laplacien d’un champ scalaire f : R? — R est le champ scalaire Af : R? = R
défini par

3 82 3

Définition 5.1.2 La divergence d’un champ vectoriel u : R? — R3 est le champ scalaire divu : R? —
R défini par

i=1

9 3
divu := Z azl (z Zuu> .

Définition 5.1.3 Le gradient d’un champ scalaire f : R3 — R3 est le champ vectoriel Vf : R? — R3
défini par

3 o 3
Vf:= 92 <= ;f,iez') ,

qu’on peut aussi écrire Vf = (f1, fe, f,g)T.

Définition 5.1.4 Le rotationnel d’un champ vectorielu : R? — R3 est le champ vectorielrot u : R® —

R3 défini par
ou ou
(= -2 €2
8$3 8:61
Remarquons qu’a Uaide du symbole d’orientation, on peut le réécrire

3 3 3
rotu = Z Z Z EijkUk,;€;-

Définition 5.1.5 La jacobienne d’un champ vectorielu : R? — R3 est le champ matriciel Vu : R —

rot u := % - % e
T ! 8.2171 8.1‘2

8’11,2 8u1 .
(2o 2) o

Msys défini par

3 3
Vu:zzzgzlel(@ej Zu”e“g)e]

i=1j=1 "7 ij=1

On Uécrira quelquefois plus simplement Vu, notamment dans les deux premiers chapitres.

Définition 5.1.6 La divergence d’un champ matriciel A : R? — May3 est le champ vectoriel div A : R? —

R3 défini par

0Aij >
div A = ZZ o, ©i | = 22 e |

i=1 j=1 i,j=1
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donc la i—eéme composante de div A est égale a la divergence de la i—éme ligne de A.

Définition 5.1.7 Le Laplacien d’un champ vectoriel u : R? — R3 est le champ vectoriel Au : R® —
R3 défini par

3
Au = Z Aue;.

i=1

Les composantes du vecteur Au sont les Laplaciens des composantes de u.

5.1.3 Calcul indiciel.

Le calcul indiciel est un outil utile et efficace reposant essentiellement sur les propriétés du symbole de
Kronecker et du symbole d’orientation.

On utilisera par la suite souvent la convention de sommation des indices répétés d’Finstein, qui consiste
a déclarer que lorsqu’un indice muet est répété, il y a sommation sur cet indice. Par exemple, si S est une

matrice carrée de composante S;;, alors sa trace tr S = 2?21 S;; est notée
tr S = S”
Proposition 5.1.8 (Propriétés de d;;) Soit A une matrice quelconque.
2. 0;j0,k = O
3. 57;]‘14]'[ = A'il-

Proposition 5.1.9 (Propriétés de e;5i) Soit A une matrice quelconque.

1. On a
A Aig Air
det Ajp Ajy Ajr | = EijkEpar det A.
App Apg Agr
2. On a
Sip Oiq O
det | 6., 0jq O | = EijhEpar-
Okp Okg Okr
3. €ijk = —€ikj, Eijk = —Ejik €l Eijk = —Ekjs-

4. St A est symétrique, €;xM;ji, = 0.

On énonce maintenant le théoréme fondamental du calcul indiciel.
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Théoréme 5.1.10 (Calcul indiciel) On a les relations suivantes

€ijkepak = Oipdjq — OigOjp,
EijkEpjk = 20ip,
€ijkEijk = 0.

On obtient ainsi un corollaire qu’on utilisera réguliérement.

Corollaire 5.1.11 Soit A € M3, et soitu,v, w les vecteurs colonnes de A, définis parwu = (A1 Az A31)T,
v = (A1p Ap As)" et wi= (A1 Aoz Ass)”. Alors on a

1
det A = ggijkquTAiijqur-

5.2 Cinématique des milieux continus.

Considérons maintenant un milieu continu en mouvement, qui occupe & chaque instant ¢ une région
Q(t) de I'espace. Le mouvement du milieu continu est ainsi défini complétement si, pour chaque instant ¢
et pour chaque point matériel mobile M (¢) du milieu, on connait 'application qui & la position X du point
a l'instant g = 0 associe sa position x & I'instant ¢.

5.2.1 Définitions du mouvement.

Définition 5.2.1 Les coordonnées X = (X1 Xo X3)T du point matériel a Uinstant ty sont appelées ses
coordonnées de Lagrange, tandis que les coordonnées x = (1 x2 .I'3)T du point matériel a l'instant

t # to sont appelées ses coordonnées d’FEuler.

Dans la suite, on notera
[ (X1) € Q(0) — f(X,1) € Q(¢)

I’application qui donne les coordonnées d’Euler en fonction du temps et des coordonnées de Lagrange.
Tout au long de cette partie, f sera supposée infiniment différentiable, et on considérera que ’application
X € Q) — f(X,t) € Qt) est une bijection, dont la bijection réciproque, infiniment différentiable elle

aussi, sera notée g(z,t). Ainsi,
Voici maintenant les définitions de la wvitesse et de 1’accélération en mécanique des milieux continus.

Définition 5.2.2 On définit la vitesse & l’instant t d’un point matériel M(t) occupant la position X a

Uinstant to, donnée par v(M(t)) := 0:f(X,t), et on note la description lagrangienne du mouvement

b (X, 1) € Q0) x R — v(X,t) = 3 f (X, 1),
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Uapplication qui associe au couple (X,t) la vitesse a l'instant t du point matériel de coordonnées lagran-

giennes X. De méme, on notera la description eulérienne du mouvement
v (z,t) € Q) x R — v(x,t) :==0v(g9(z,1),1)

Papplication qui associe au couple (x,t) la vitesse a l'instant t du point matériel de coordonnées eulériennes

X.

Définition 5.2.3 On définit l’accélération a l’instant t d’un point matériel M(t) occupant la position

X a Uinstant to, donnée par y(M(t)) := 02f(X,t), et on note la description lagrangienne de I’accélération
51 (X,1) € 9(0) x R — 4(X,1) = GRF (X, ) = O(X, 1),

Papplication qui associe au couple (X, t) accélération a l'instant t du point matériel de coordonnées lagran-

giennes X . De plus, on notera la description eulérienne du de l'accélération

v i (1) € Q) x R — (1) :=7(g(x, 1), 1),
Uapplication qui associe au couple (x,t) la vitesse a l'instant t du point matériel de coordonnées eulériennes
X.

5.2.2 Dérivation particulaire.

I1 arrive de dire que la description eulérienne 7y (x, t) de accélération est égale a la dérivée particulaire du
champ des vitesses v(x,t) en description eulérienne. On note la dérivée particulaire %, a ne pas confondre

avec la dérivée d’une fonction & variable temporelle %. On a ainsi

d ov 3 ov
vy(z,t) = %’U(iﬂat) = E(lﬂt) + ; 8—l_i(l‘at)vi(l‘at)

ol les v; sont les composantes de v.

Définition 5.2.4 On appelle dérivée particulaire d’une quantité k attachée a une particule la dérivée
par rapport au temps de cette quantité quand on suit la particule dans son mouvement. Si la quantité k est

donnée en description eulérienne, on a

3
d ok ok
Ek(ﬁ,t) = E(.’L’,t) —+ i:E - 8—%(33,15)1),-(3:,15),
qu’on peut écrire en abrégé
d ok
ak =5 +Vk-v

Maintenant, on donne un rappel sur un résultat important en calcul différentiel qu’on utilisera directe-

ment ensuite.

Théoréme 5.2.5 (Formule de changement de variables) Soit ¢ : R? — R3 une application de classe

Cl, et soit k : R® — R une application intégrable. Alors pour tout U C R® owvert, on a la formule de
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changement de variable

/ d:r—/ k(p(X))|det V| dX
o(U)

Ce résultat va nous permettre de démontrer le théoréme suivant, qui donne une formule permettant

d’obtenir la plupart des équations de mécanique des milieux continus.

Théoréme 5.2.6 Soit k une quantité attachée a une particule, v sa vitesse. On a la formule

d

d
— k(xz,t dx:/ < k(x,t +kxtd1vv)dm.
i o B0 = [ (k0 + ke

Preuve. Appliquons la formule de changement de variables a p(X) := f(X,t), U = (0), de sorte que
o(U) = f(£2(0),t) = Q). On a ainsi
8901]01 aiv2f1 awsfl
V-f = 81:1f2 8x2f2 8m3f2
8x1f3 ax2f3 83)3f3

D’aprés (5.1.11), on a

det Vf Emkgpqr(vf)lp(vf>JQ(Vf)

La formule de changement de variable s’écrit alors
/ k(1) da = / K(F(X,1),1) det V f dX.
Q(t) Q(0)

Comme le domaine 2(0) est fixe, on peut écrire

d d
/ o t) do = (/( KFO,0.1)det V1 dX> :/Q(O)a(k(f(x,t),t)detVf) X

d d
:/()dt(k(f(X 0),1)) det V£ dX+/Q(O)k(f(X,t),t)d—t(detVf) X

Le changement de variable inverse donne alors

/()jt(k(f(Xt) ) det VF dX = / —k:ct)d

De plus, on a la formule

d

dt(det Vf)=det Vf div v,

ce qui donne finalement

/( )jtk(f( t).t )%(detvf) dX:/Q(O) %k(f(X,t),t)detVf div’udX:/Q(t)k(x,t)divvdx_
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En regroupant les calculs précédent, on obtient

— k(xz,t) doe = —k(x,t) + k(z,t)dive | dz
i Het = [ (k0 5 ke

ce qu’on voulait. [ |

5.3 Lois de conservation.

5.3.1 Masse et équation de continuité.

On commence par rappeler la loi de Lavoisier concernant la masse.

Loi 5.3.1 (Conservation de la masse) La masse d’un systéme matériel que l’on suit dans son mouve-

ment reste constante.

Considérons w(t) un systéme en mouvement. La masse du systéme est donnée par
miw(®) = [ pla.t) dz,
w(t)

ol p désigne la masse volumique au point x et a 'instant ¢. Par la loi précédente, on a

d
Sm(w(®) =0,

pour tout systéme w(t), qu'on peut réécrire, par le théoréme (5.2.6),

/ <%p(a:, t) + p(x, t)div 'v) dz?
w(t)

pour tout systéme w(t). On en déduit que la loi de conservation de la masse implique que la représentation

eulérienne p(z,t) de la masse volumique vérifie I’équation suivante

Théoréme 5.3.2 La lot de Lavoisier est équivalente a l’équation

ip(l‘, t) + p(z,t)dive = 0.

dt
Cette équation peut se réécrire sous plusieurs maniéres, en utilisant notamment la définition (5.2.4) :
d 0 0
(@, t) + pla.dive = 6-5@, £)+ V- v+ p(z, t)dive = a—’t’(x, t) + div(pv) = 0.

De la formule de dérivation particulaire d’une intégrale de volume, et de 1’équation de continuité ci-

dessus, on déduit

a

plx, t)k(x, t) do = /Q(t) (%(p(ac,t)k:(ac,t)) + k(z,t)div 'u) dz

— /Q(t) (p(m,t)%k(x,t) + k(w,t)%p(m,t) + k(x,t)div v> dz

d
= x,t)—k(x,t)dx.
L, 7ot gk
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Ainsi, en prenant k = v, on obtient

d

G| setpenar= [ et fondo= [ et .
dt Jo) Q(t) dt Q(t)

5.3.2 Quantité de mouvement.

On donne maintenant la loi de conservation de la quantité de mouvement.

Loi 5.3.3 (Principe fondamental de la dynamique) Dans un repére galiléen, pour tout systéme ma-
tériel, la dérivée par rapport au temps du torseur des quantités de mouvement est égale au torseur des forces

extérieures appliquées au systéme.

Prenons €(t) un systéme matériel, et w(t) C Q(t) un systéme quelconque. Les forces extérieures agissant
sur w(t) sont des forces massiques de densité volumique p f dans w(t), ainsi que des forces de contact de

densité F(M,t,n) sur dw(t) de sorte que le torseur des forces extérieures a une résultante

/ p(:c,t)fdx—i—/ F(M,t,n)ds
w(t)

Bw(t)

et un moment en O donné par

/ OM A p(z,t)f dz + OM A F(M,t,n) dS.
w(t) Ow(t)

Quant au torseur des quantités de mouvement, il a une résultante

/ plx, t)v(x,t) dz
w(t)

ainsi qu'un moment en O défini par
/ OM A p(z, t)v(z,t) dz.
w(t)

Ainsi le principe fondamental de la dynamique se traduit par les deux égalités suivantes :

4 p(z, tw(z,t) do = / p(z,t)f dz + / F(M,t,n) dS,
dt Jo) w(t) Bw(t)
% / OM A platw(a,t) de = | OMApa,)Fde+ [ O A F(M,t,n) dS.
w(t) Aw(t)

De ce qui a été vu précédemment, on peut écrire

i/ wa—/ o, tyy(e.1) da,
dt Ju( (1)
O A

2 (a, )dxz/w(t)p(x,t)%(Oj\/l/\v(x,t)) da:z/w(t)p(a:,t)(O_M/\'y(x,t)) da.

it [y
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On en déduit ainsi

| otatne) - - /
w(t)
| oM A (et t) - - /
w(t)
Pour la suite, on utilise deux résultats qu’on rappelle maintenant.

Proposition 5.3.4 (Formule de Stokes) Soit U un ouvert, v la normale extérieure a OU, et v; := v - ¢e;

la i—eéme composante de v. En notant dI? Uélément de surface, et AF> ’élément de volume, on a

/ O, f A3 = fv; dx?
U oUu

On peut dire de cette formule qu’elle est I'analogue de la formule fondamentale de 'analyse : f(b) — f(a) =

ff f/(t) dt. Donnons maintenant ’énoncé du théoréme de Cauchy.

Théoréme 5.3.5 (Cauchy) Soit b := b(M) un champ de vecteurs défini dans 2, et soit a(M,n) une
application dépendant de M et du vecteur unitaire n. Supposons que pourn fixé, lapplication M — o(M,n)

est continue, et que le champ b(M) est borné, et que pour tout w C €2, on a la loi de conservation

/wb(M) dx:/ a(M,n) dS.

Ow

Alors, pour tout M € Q, il existe une matrice T(M) telle que
a(M,n) = T(M)n.

On utilise ainsi les deux résultats précédents dans le cas de notre loi de conservation : prenons b :=
Y — pfet a(M,n) = ﬁ(M, t,n). On en déduit, par le théoréme de Cauchy, l'existence d’une matrice qu’on

note o, et qu’on appelle tenseur des contraintes de Cauchy, tel que
F(M,t,n) =o(M)n.

Par formule de Stokes, on a alors

/ F(M,t,n)dS = o(M)n dS = oijnje; dS = / oij e do = / (dive)(M) dz.
Ow(t) Aw(t) Ow(t) w(t) w(t)

En combinant avec les équations obtenues précédemment, on obtient
(ot = pla )~ (aiva) () dz =,
w(t
or cette équation reste vraie pour tout w(t), donc on a les équations

pla, tyy(a,t) = plx,1) f + (dive) (M)

qu’on appelle équations du mouvement du milieu continu. Si le milieu est a 1’équilibre ou en mouvement de

translation uniforme, on a y(z,t) = 0 et ainsi

p(z,t) f + (dive)(M) = 0
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qu’on appelle équations d’équilibre du milieu continu. On déduit ainsi, de Stokes et de 1'égalité vérifiée par

—

F(M,t,n) que

OM A F(M,t,n) dS = OM Ao (M)n dS = / eijrjopme; dS
Aw(t) dw(t) ow(t)

= /( )5ijk($j0'kl),l€i de = /( )(5ijk5jl0'klez’ + €ijkx o €i) da
w(t

w(t

= / (Eijkakjei + OM VAN (diVO‘)(M)) dzx,
w(t)
On a donc

/ ) O A (pla, tyy(z,t) — plw 1)) da = / (eukonsei + OB A (dive)(M)) da.

w(t)

Par les équations du mouvement du milieu continu, on obtient

/ Eijkakjei dx = 0.
w(t)

Comme w(t) est arbitraire, pour tout ¢ € {1,2,3}, on a g;,0,; = 0, ce qui implique que pour tout
p,q € {1,2,3}, on a epgicijror; = 0. Par le théoréme (5.1.10), on a alors pour tout p,q € {1,2,3}, la

relation suivante
(0pj Ok — Opkdqj)okj = 0 & 0gp — 0pg = 0,

ce qui signifie que le tenseur o (M) est symétrique. Les résultats énoncés précédemment sont résumés dans

le théoréme suivant.

Théoréme 5.3.6 La loi de conservation de la quantité de mouvement implique ’existence d’une matrice
o (M) pour chaque point M du milieu continu, appelée tenseur des contraintes de Cauchy, satisfaisant

les équations du mouvement

oy = pf + (dive) (M),

ou, si le milieu est a ’équilibre ou en mouvement de translation uniforme, les équations d’équilibre

—

pf + (dive)(M) = 0.

5.3.3 Energie.

Pour travailler sur la loi de conservation de 1’énergie, rappelons le résultat suivant.

Loi 5.3.7 (Premier principe de la thermodynamique) Pour tout systéme matériel, il existe une fonc-
tion énergie interne spécifique’, notée ¢, telle que la dérivée par rapport au temps de ’énergie totale, somme
de l’énergie interne et de [’énergie cinétique, soit égale a la puissance des forces extérieures appliquées au

systeme plus les apports de chaleur par unité de temps.

1. Par unité de masse.
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5.3.3.1 Equation de I’énergie.

Donnons maintenant la définition du tenseur des vitesses de déformation.

Définition 5.3.8 Le tenseur des vitesses de déformation est la matrice Dv définie par

1
Dv := 3 (Vv + V’UT) ,
ot Vv est le gradient du champ vectoriel v définie dans (5.1.5).

Maintenant, on peut démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 5.3.9 Le premier principe de la thermodynamique entraine que l’énergie interne spécifique vé-

rifie ’équation suivante, appelée équation de l’énergie

d
e:cr:vaL,ow—divq,

Pt

ot pw désigne les apports volumiques de chaleur par unité de temps, et q le vecteur flux de chaleur.

Preuve. Prenons M € w(t) C Q(t). On a les quantités suivantes

/ p(x,t)e dz
w(t)

1 2

5 [ el o
2 Juw

p(l’,t)f vdx

ol

(M,t,n) -vdS

Energie interne du systéme w(t),

Energie cinétique du systéme w(t),

Puissance des forces extérieures volumiques,

Puissance des forces extérieures surfaciques,

Apport volumique de chaleurs,

Apport surfacique de chaleurs.

Par le premier principe de la thermodynamique, on a donc

1 - 5
a4 / p(m,t)ed$+—/ oz, D)|o[? dz :/ p(:p,t)f-vdx+/ F(M,t.n) v dS
dt \ Ju(e) 2 Ju w(t) Bus(t)

Or on a F(M,t,n) = a(M)n, donc

/ F(M,t,n)-vdS =
dw(t)

+/ p(a:,t)wda:—/ q-ndsS,
w(t) Aw(t)

a(M)n o dS = / 0NV ds.
Ow(t) ow(t)
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En appliquant la formule de Stokes, on en déduit

/ ﬁ(M,t,n) vdS = / (aijvi),j ds = / (O’ijJ"UZ' + O'ij’Ul"j) ds
Aw(t) w(t) w(t)
_ / (dive)(M) -v + (M) : Vo) dS.
w(t)

Ensuite, on a

/ qg-ndS= qmidS:/ qm»da::/ div q dzx.
Ow(t) Ow(t) w(t) w(t)

Par la formule de dérivation particulaire d’une intégrale de volume, on déduit

d / 1 9 d 1
— px,teda:+—/ plx,t)|v|” dx :/ pa:,t—(e—i——v)dx
dt<w(t)< edat s [ ool [ o0 (e +3h
de
= z,t)(v-y+ — | dz,
/w(t)p( )< Y dt)

et en combinant avec les résultat obtenus précédemment, on obtient

de > . .
/w(t) p(2,1) <v v E) dz = /w(t) (o2, )] v + (dive) (M) - v + o (M) : Vo + pla, )w — div q) dz,

ce qui équivaut a

/w(t) (’u (pla,tyy — p(x,t) f — (dive)(M)) + p(m,t)%) dz = /w(t) (0(M) : Vo + p(z,t)w — div q) da.

Avec le théoréme (5.3.6), on sait que py — pf — (dive)(M) = 0, donc

/ p(x,t)@ dz = / (6(M) : Vv + p(x,t)w — div q) dz.
w(t) d w(t)

Cette derniére équation est vraie pour tout sous-systéme w(t) C Q(t), il en résulte que
de .
p(x, t)a de =a(M): Vv + p(z,t)w — div q.
Par la définition (5.3.8), et la symétrie de la matrice (M), on a
o(M):Vv=a(M): Duv.

Les deux derniéres équations combinées donnent I’équation de I’énergie. |

5.3.3.2 Obtention de I’équation de la chaleur.

Dans le cas d’un milieu au repos, on av =0 et

de Oe Oe
E—Q—FVE"U—E,
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donc I’équation de I’énergie précédente se réécrit

pa—z = pw — div q.

Dans un tel milieu, on a deux lois physiques approchées, expérimentalement vérifiées, appelées lois de

comportement :

Loi 5.3.10 On a les proportionnalités suivantes :

— entre ’énergie interne ¢ et la température absolue T, soit
e=CT.
— entre le vecteur flux de chaleur q et le vecteur gradient de température dirigé en sens opposé, soit
q=—-KVT,
avec K > 0. C’est la loi de Fourier.

En reportant ces deux lois dans les équations précédentes, on obtient finalement 1’ équation de la chaleur

T
pCaa—t = pw + div(K'VT).

Le coefficient K est appelé coefficient de diffusion de la chaleur. Si le milieu est anisotrope?, K doit étre
remplacé par une matrice de diffusivité symétrique définie positive. Si le milieu est homogéne, la diffusivité
ne dépend pas de z, et on a div(KVT) = Kdiv(VT) = KVT. Ainsi, ’équation de la chaleur se réécrira

a—T—pw—i-KVT.

pCat_

2. Les propriétés du milieu varient selon la direction considérée.
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Chapitre 6

Convergence double-échelle.

Cette partie introduit un nouveau type de convergence, essentielle & la théorie de I’homogénéisation.

6.1 Convergence double-échelle.

Dans cette section, on définit la notion de convergence double-échelle classique. On donne ensuite
quelques résultats qui nous sera utile plus tard. Pour la suite, on considére 2 C R3 un ouvert, et Y := [0, 1)3
le cube unité.

6.1.1 Rappels et résultats préliminaires.

Commengons par donner quelques résultats préliminaires.

Définition 6.1.1 Une fonction f : R — R est dite Y —périodique si et seulement si pour tout i € 73, et
pour tout x € R3, on a f(z +1i) = f(z). On note C4(Y') Uensemble des fonctions Y —périodiques continues.
Soit f € C4(Y), alors C4(Y') muni de la norme || f||c,(v) = maxy |f| est un espace de Banach.

Théoréme 6.1.2 Le dual de l’espace de Banach C(Q,R) est I’ensemble des mesures de Radon' sur
Q, qu’on note M ().

Proposition 6.1.3 (Inégalité de Jensen) Soit (2, A,\) un espace mesuré, telle que \(2) = 1, soit g

une fonction p—intégrable a valeurs dans un intervalle réel I et soit ¢ : I — R une fonction convexe. Alors

Lp(/gdk) S/(pogd/\.
Q Q

Proposition 6.1.4 Soit (2, A, \) un espace mesuré, telle que A\(Q2) = 1, soit g une fonction p—intégrable

on a

a valeurs dans un intervalle réel I et soit ¢ : I — R une fonction strictement convexe. Alors si

w(/gdx\> =/¢09dA,
Q Q

il existe ¢ € R3 tel que g = ¢ A\—presque partout.

1. Une mesure de Radon est une mesure donnant une masse finie a tout compact.
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CHAPITRE 6 : Convergence double-échelle.

On énonce aussi un variante du théoréme de Riesz.

Théoréme 6.1.5 (Riez LP) Pour 1 < p < oo, lespace (LP())* = L(LP(Q),R) est isométriquement

*

isomorphe a LPI(Q). Plus précisément, pour chaque f € (LP(Q))*, il existe un unique v € Lp/(Q) tel que

flu) = / uv dA
Q
pour tout u € LP(Q), avec A la mesure définie sur ces espaces. On a aussi [’égalité
1l ey = vl Lo -
Les résultats suivants sont cruciaux pour la suite de notre étude.

Théoréme 6.1.6 Soient p € N et f une fonction Y —périodique telle que || f||1»(vy < oo. Pour tout & > 0,

posons p' = le et
fo@) = £ (%),
mi)i= L1y = s [ f@ v [ ) v

Alors on a les convergences

fe — m(f)lg sil<p<oo,
o(Lr(Q),LP (Q))

foo s m(fl sip=oc,
Je : m(f)lg sip=1,

/

ot les topologies o(LP(), LP (Q)), o(L>(Q), L*(Q)) et o(M(Q),C.()) sont des topologies engendrées,
telles que définies en (3.1.4).

Preuve. Prouvons d’abord que f est bornée dans LP(€2). Pour le cas p = 0o, on a || fe|| ) < [ fll=(0)-

Pour tout ¢ € Z3, on pose
Vi=e(i+Y)={e(i+y) |yeY}

Alors on a l'existence de M > 0 tel que

ncimape v aet=[-5 () -15(%)]

i€l

ou E(s) désigne la partie entiére du réel s. Pour chaque ¢ € I, on effectue le changement de variables
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CHAPITRE 6 : Convergence double-échelle.

=e(i+y), et grace a la périodicité de f on obtient

I |pdx<2/ )l do =3 [ If(eli+ 9P ay

1€l i€l
== [ 1t o) dy < Card(1)e? [ 1517 dy
i€l

<((+ X)) [rwra<e [ sorw

Ainsi (f.) est bornée dans LP()), et & une suite extraite prés
fe  ——— g sil<p<oo,

fs — g sip=o0,

g sip=1.

Maintenant, prouvons que g = m(f)1q. Pour p > 1, soit ¢ € C°(Q2), qu’on prolonge par 0 sur tout R?. En

prenant
Je :={i € 2’ | Y nsupp(y) # 2},

on a aussi
oea) = 3 (o) ) 1s(o),
jed. MY
On écrit alors

lim

< lim sup
e—0

e—0

/Qfe(so — ¢e) dw

/ fe(p — @) () dz
Q

< lim sup

e—0 /Rg fe(o =) (2)1a(z) do

< lim S(l)lp”(p - SQE”LOO(Q)erHLP(Q)HlﬂuLP’(Q)
e—

=0.
Si on a la condition

1
e < —=dist (R*\ Q, supp(y)) ,

V3

o8



CHAPITRE 6 : Convergence double-échelle.

alors pour tout 7 € J., on a 2N Yg = Y; et

| r@pa) o= [ 1@ (;, (Lot a) 1y;<x>) da

=y /meg fo(x) (]étp(y) dy> da

J€Je

=2 (/Y fe(x) dx) (ﬁ@(y) dy)

J€Je

= %) (£ a)

VISDE
— m(f) /Q oe(y) dy.

Si on considére le cas p > 1, on a

e—0

i [ J@)pula) do = [ m(fpla) do = [ a(@)pla) de,

donc g = m(f)1lq, et si p=1 alors

e—0

i [ f@)pela) do = [ m(Pet@) do = [ o

et ainsi g = m(f)1lodx. [

Théoréme 6.1.7 Soit 1) € L*(2, C4(Y)), alors pour tout € >0, on a

¢ (= 2)]

< 19l 2 @,00v)

L2()
I & =
i [0 (2 2) oy = W 2c@ry -
Preuve. Pour la premiére égalité, il suffit d’écrire
2
o (2 D)y = [l (= 2N e [ fowpo ] ao= 1ot
, = = y — < su x, x =
o\ e/ll2@)  Jo o\ € v 0 y@l? Y PEL(Q,Cy(Y))

Maintenant, pour tout n € N et pour tout j € [0,n — 1]3, on définit

Y= EG+Y)
n

et en fixant y; € Y;", on pose

= U E+y7),

2€7Z3
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CHAPITRE 6 : Convergence double-échelle.

et aussi

Un(z,y) = Y (@ y) L ()

jeﬂo’n,1]3

Prenons i > 0. On divise la preuve de la seconde égalité en trois lemmes.

Lemme 1 [ existe N1 € N tel que pour tout n > Nj et tout € > 0, on ait

“ ¥n (36’ g)‘ Q) Hlﬁ <x’ g)‘

2Q) Hw (x’ g)‘

n
< -
L2(Q) 3

Pour tout n € N, on a

flen (2]

La fonction g, définie par

|6 - ) u

< / sup 92 () — 2 (x,y)| dz.
Q

yey

L2(Q)

gn(@) = sup [ (z,y) — > (z,y)]
yey

vérifie I'inégalité

gn(x) < sup (|2(2,y)* — [ (z,y)|?) = 2sup [¢*(z,y)| € L*(Q).
yey yey

Pour tout € 2, on a ¢(z,-) continue sur Y et ¢, (z,-) — (z,-) uniformément sur Y, c’est-a-dire
n— o0

sup [ (z,y) — Y(z,y)] — 0,
yEY n—oo

ce qui nous permet d’affirmer que g, njoo 0 presque partout. Ainsi, par théoréme de convergence dominée

de Lebesgue, on a

/an(x) dz — 0.

n—o0

Ainsi il existe un entier N7 tel que pour tout n > Ny, on ait fQ gn(x) do < g, donc, pour tout n > Ny, on a

“ ¥n (x’ g)‘ 2@ Hw (x’ g)‘

ce qu’on voulait. O

</gn(a7) de < 1.
Q 3

L2()

Lemme 2 [l existe No € N tel que pour tout n > No on ait

n
[19al2@er) = 1812axry| < 3-

60



CHAPITRE 6 : Convergence double-échelle.

Soit n € N. En utilisant le théoréme de Fubini, on peut écrire

R R \ J[ @~ e) dxdy\

S/Q(/Y;telg%(ﬂf,y)—wQ(w,y)!dy) dx
:/an(:c) (/Y dy) dxz/ﬁgn(a:) dz.

En choisissant No = N7 on peut conclure comme précédemment. O

Lemme 3 Pour tout n € N, il existe eg(n) tel que pour tout € < eo(n), on ait

floa (2]

n

3

- |Wn”%2(9xY) <

L2(Q)

;(Q) </w x,y;)1 (vt (—) da:).

jefon

Fixons n € N. On a
o (= 2)]

D’aprés le théoréme précédent, pour n et j fixés, lorsque € — 0, on a

€T *
Yome\Z) o byply)dy= [ dy.

Considérons h(z) := 1?(z,y;), alors elle est bien dans L*(Q) car

| 1@ do < mes()4?
ainsi pour tout j € [0,n — 1]? et pour tout n € N, on en déduit

lim /Q P,y Ly (£) do= /Q (2, 5) ( /y ndy) dz.

Avec ce qui a été obtenu précédemment, on a finalement

= T ‘;%Uw sty (2) a)
= 2 /wwy]</J )dx

j€[0,n—1]3

// 1/}2(35, yj)lyjn dxdy
QxY

]E[[O n—1]3

lim
e—0

= "¢n‘|i2(QxY)’

ce qu’on souhaitait. O

61



CHAPITRE 6 : Convergence double-échelle.

Ainsi, a 'aide des lemmes précédent, en prenant n > sup(Ny, Na), pour tout € < gp(n), on a

fle (=2) i () oy = 12 (= 2]

<1,
et la deuxieme égalité est prouvée. |

2
— [1¥nllz2(0xy)

ey — Wl + |

L*(Q) L*(Q)

<[l (2)

e 1911720y

6.1.2 Définition et critéres de convergence.
On peut maintenant donner une définition de la convergence double-échelle.

Définition 6.1.8 On dit qu’une suite (u:)e>o de L*(2) converge double-échelle vers une fonction ug €
L2 xY), si et seulement si pour tout p € L*(Q,C4(Y)) on a

. x
lim [ uc(z)p (:U, —) dz = // uo(x,y)p(x,y) dedy.
e=0Jq € Qxy

Cette convergence est notée us — ug.
Proposition 6.1.9 Pour tout f € L*(Q,Cy(Y)), on a (f(z,%)) — f.

Preuve. Soit f € L*(Q,Cy(Y)). D’aprés le théoréme (6.1.7), on a
- z z S 2_ 2 z
lim Qf(w,g)w(m, °) do = hn% (F+92 = =) (0,2) do
// ((f +9)* = f2 = ") (2,y) dzdy
— ||ty dray
Qxy

ce que nous voulions. [ |
Le théoréme suivant porte sur un critére pour la convergence double-échelle, et est primordial dans la
suite de notre étude.

Théoréme 6.1.10 (Nguetseng) Toute suite (u:)e>o bornée dans L*(Q) admet une sous-suite qui converge
double-échelle.

Preuve. Soit ¢ € L?(9, C4(Y)). On pose

D’aprés le théoréme 6.1.7, on a

(Te, )| = ’/ﬂug(x)cp .2 dz| < </Q\ua(x)!2 dx)é </§1‘¢<x’§)‘2 dx)é

< Cllell e,y v)) -
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CHAPITRE 6 : Convergence double-échelle.

donc la suite (7%)->0 est une suite bornée de (L?(Q, C4(Y)))*. On sait que L2(Q, C4(Y)) est un espace de
Banach séparable, donc on peut extraire de cette suite une sous-suite, qu’on note encore (7% ).>, convergente
x—faiblement dans (L?(Q, C4(Y)))* vers T € (L%(2, C4(Y')))* par le théoréme (3.1.9). Ainsi, d’aprés ce qu’on

a vu précédemment, on peut écrire
1
2
2
us(x)|*de | <C .
o (/Q| (@) ) < Cllelzaxy)

De plus, par le théoréme 3.1.11, on peut prolonger T, forme linéaire continue sur L?(€, C4(Y)) en une forme

(T, @) = lim (T2, )] < limsup o (. T )|
e—0 e—0 £ L

linéaire continue sur L?(£2 x Y'), unique par densité, qu’on note encore 7. En utilisant également le théoréme
6.1.5, on a l'existence de ug € L*(2 x Y) tel que pour tout ¢ € L*(2, C4(Y)), on ait

o) = //Q e y)p(a.) dady,

ce qu’on voulait. [ |

On énonce maintenant quelques théorémes indispensables.

Théoréme 6.1.11 Soit (u:).~g bornée dans L?(2), convergente double-échelle vers ug € L*(Q2 x Y). Alors

on a

1. La convergence us — u dans L*(), avec

2. Les inégalités
lull L2y < llwollp2@xyy < limsup|lue||r2(o)
e—0

8. i |luoll r2(xyvy = lullz2(q), alors uo(z,y) = u(x) pour presque tout (z,y) € 2 X Y.

Preuve.
1. Soit v € L3(Q), on pose ¥(z,y) := v(z). Donc ¢ € L*(Q, C4(Y)) et

X

lim [ we(z)v(zr) de =lim [ u.(x)y (:U, —> de = //QXY wo(x, y)Y(z,y) dedy

e—0 Q e—0 Q £

:/Q</Yu0(ac,y) dy) o(z) dz,

ainsi u. converge faiblement dans L?(Q) vers u(z) := [, uo(z,y) dy.

<p</gd)\> S/(pogdk.
Q Q

a la fonction strictement convexe ¢(z) := |z|? et la probabilité \ := gﬁ’/ . On obtient alors

2 /‘/Wy dy

2. Appliquons l'inégalité 6.1.3,

do < // fun(, )| dzdy = [[ue| 2y,
OxyY
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CHAPITRE 6 : Convergence double-échelle.

En considérant I'inégalité a® > 2ab — b%, avec a = uz(z) et b =1 (z,£). On a ¢ € D(Q, D4(Y)), avec

Dy(Y) :={peC(Y) | ply € Z(Y)}.

/Qlue(:fc)\2 de > 2/Qu€(x)w (xg) dx—/g‘w (xg)f da.

Or, par la convergence u; — ug et du théoréme (6.1.7), on a

hmmf/ lue () > da > 2// uo(x,y)(z,y) dedy — // Y(z,y)* dedy
QxYy QxYy

~ [ uv - )ap) dody,
Qxy
Par densité de (2 x Y) dans L*(Q2 x Y), la formule s’étend a tout ¢ € L?(Q x Y'). Pour 9 = g, on obtient

hmlnf/ ue () |2 dm>// (z,y) dedy.
Q><Y

3. St ull2@xy) = llullr2(e), alors

/Q </Y Juo (2, y)|* dy — |u(x)|2) de = 0.

Par inégalité de Jensen, pour presque tout = € Q, [y [uo(z,y)[> dy > | [} uo(x,y) dy|* = |u(z)|* presque

/Q ‘/y luo(z, )| dy — |u(z)[?

| 2

Alors

partout, donc

dz =0,

ainsi on en déduit que [, |ug(z, y)|? dy = |u(x)|? presque partout. Appliquons la propriété (6.1.4) a o(t) :=

[t]?, X = ffﬁj ; on obtient ainsi que pour presque tout z € 2, 'existence de c(x) tel que up(x,y) = c(x)

pour presque tout y € Y. De plus

()= [ etw)dy = [ wnle.n) dy = u(a)

pour presque tout x € €. |

6.2 Convergence double-échelle forte.

Dans cette section, on définit la notion de convergence double-échelle forte et on donne les résultats

principaux qui mélent les deux convergences double-échelles.

6.2.1 Définition et suite de fonctions admissibles.

On commence par deux définitions.
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CHAPITRE 6 : Convergence double-échelle.

Définition 6.2.1 On dit qu’une suite (uc)e>o de L*(Q?) converge double-échelle fortement vers une

fonction ug € L?(Q2 x Y), si et seulement si elle converge double échelle vers ug et si
lim ||u = ||u .
lim JJuell 220 = [luollz2@xy)

Cette convergence est notée us — ug.

Définition 6.2.2 On dit qu’une suite (u:).~o de L*(Q) est une suite de fonctions tests admissibles
pour la convergence double-échelle associée a ug € L*(Q x Y) si pour toute suite (f-)->o de L*(Q),

quand f: = fo, on a

i [ f@ueto)de= [ ool dedy

e—0

6.2.2 Théorémes principaux.
On donne maintenant les résultats qui nous intéressent pour I’homogénéisation.

Théoréme 6.2.3 Si on a deuzx suites (us)e>0 et (ve)eso telles que ue —» ug et v — vy, alors on a la

convergence

N = dy.
Ue ey I /Y%Lo(fﬂ,y)vo(w,y) y

Preuve. Soient ¢ € L>(2) et n > 0. Par argument de densité, on a existence de ¢ € L*(2, C4(Y)) tel que

2 T

@) Q/QUE(:EW (x 5> dx)
T

- HUOH%Z(QXY) + H;/;H%Q(Qxy) — 2//Q uo(z,y) <x, E) dxdy

= lluo = Yll72(0xyy <7

luo — ¥llL2(axy)y <n- On a alors

Ue — P (m, g)‘ L lim <||Us||%2(sz) + H¢ (m’ f)\

lim ‘
e—0

L2(Q) e—0

XY

d’ott les inégalités

imsup | [ ola)u(a)on(o) do = [ o) ([ e ) ao
<timsup | [ (@) =) (0. 2) vy do+ [ oo (0.2) vee) do = [ st@pale,pnie.y) dyda

]

< limsup [|¢||s ‘ S Mvellzz@) + // @(x)( — o) (w,y)vo(x,y) dzdy
e—0 L2(Q) Qxy
< Chn.

Ceci étant vrai pour tout n > 0, on a

[ eloyuteyn o= [ pta) ( ] ot v)unlan) dy> da

d bi e : |
onc on a bien u ve ) (z)

lim sup
e—0

=0,

65



CHAPITRE 6 : Convergence double-échelle.

Théoréme 6.2.4 Si ug € L*(Q,C4(Y)), alors
x
ue(x) — up (x —)‘

Prewve. Siug € L*(Q,Cy(Y)), alors la suite (ug (, %))DO est admissible, et donc

=ty (I (2 ) 2 f ()
L2(Q) - 61_1}(1) Ue L2(Q up 120 Ue (T )Ug 6 T
— Jluol 22 ay) + ol 22y — // (2, y) dody

=0,

— 0.
L2(Q)

lim
e—0

lim
e—0

ue(x) — up (:L‘ E)’

ce qui achéve la preuve. |

Théoréme 6.2.5 On a la convergence u. — ug si et seulement si (ug)e>q est une suite de fonctions tests

admissibles pour la convergence double-échelle associée a uyg.

Preuve. Supposons que u: —» ug, on applique le théoréme (6.2.3) a la fonction test 1o € L>(2). On prend

ainsi (ve)eso telle que ve = vg. Alors

lim // ve(x, t)us(z,t) dedt = /// vo(z, t)ug(x,t) dedtdy.
=0 JJax(0,t1) Qx(0,t1)xY

éciproquement, su sons que (u, st une sui nctions tests admissi ur nvergen
Réciproquement, osons que (ug)e>o est une suite de fonctions tests admissibles pour la convergence

double-échelle associée a ug. Il suffit de remarquer que ||ucl| o0 (0) < [Juoll Lo () et donc lime o [|uc||12(0) =

[uoll2(xy)- l

Théoréme 6.2.6 Soit S € D'(Q x Y,R?), on a équivalence entre :
— il existe T € D'(Q x Y,R3) tel que grad,T' = S,
— pour tout i,j € [1,3], on a 0,,S; = 0,,5;, c’est-a-dire que rot,S =0,
— pour tout p € D(Q x Y,R3), si divyp = 0 alors (9, ) (QxYRS),2(QxYR3) = 0.

Théoréme 6.2.7 Soit (u:).>o suite de H*(Q), telle que

*

o(H(Q),(H'(2))*)

Uge U, Us = ug, et Vuz = xq.

ot X est une fonction 1—périodique. Alors ug(x,y) = u(x) presque partout et il existe w € L?(€; Hﬁ1 (Y))
telle que xo(x,y) = Vu(z) + Vywo(z,y).

Preuve. Soit ¢ € D(1, C§’°(Y, R3)). Par intégration par partie, on a

/QVUE(ZL")SO (:r, g) dz = —/Qus(:v)(divzgo) (:r, g) dz — é/gug(:ﬂ)(divygo) (:r, g) dz.

Or dans L?(€2), les suites (uc)eso et (Vue)eso sont bornées, donc on a

. . x B
;1_1(}% A ue(x)(divyp) (x, E) dz = 0.
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CHAPITRE 6 : Convergence double-échelle.

Compte-tenu de la convergence double-échelle de u. vers ug, on a aussi

lim QUE([L')(diVyQO) (:1:, g) dx = //Qxyuo(:n,y)(divygo)(:r,y) dxdy,

e—0

ainsi Vyug = 0 dans 2'(Q x Y, R?). Donc ug(z,y) = fy uo(x,y) dy = up(x) pour presque tout z € Q. Si on
a divyp(z,y) = 0 alors

/QVus(ac)go (m, g) de = —/Qus(x)(divxgp) (:U, g) dx.

En passant a la limite quand ¢ — 0, compte tenu des convergences double-échelle de (ug)eso vers ug = u et

de (Vug)e>o vers xo, il vient
// Xo(z,y)p(x,y) dedy = — // u(z)(divyp)(z,y) dedy = / Vu(z)p(x,y) dedy.
QOxY QxY QOxY
Pour 2'(2 x Y,R3), on déduit que pour tout ¢ € (€, Ce(y, R3)), divyp(z,y) =0 et

(X0 — V. )y (v ) p(xves) = 0-

D’apres le théoréme (6.2.6), il existe w € D'(Q x Y) tel que xo(x,y) = Vu(z) + Vywo(x,y), w étant défini

& une constante prés. On admet pour la suite le résultat suivant :

Lemme. Sionaw e D'(QxY) et Vyw e L2(QxY), alors w € L*(Q; HL(Y)).

En substituant ainsi Vu + Vywy & xo dans ce qu'on a vu précédemment, on obtient que pour tout ¢ €
2(Q, CQX’(Y, R3)), (divyp)(z,y) =0 et

/ Vywo(z,y)e(x,y) dedy =0,
QOxY

/n (/aY wo(@,y)(x,y) - n dy) da = 0.

On en déduit que pour presque tout x € 2, pour tout n € C’ﬁoo(Y, R3), (divyn)(z,y) = 0 et

d’ou

/ wo(z, y)n(z,y) -n dy = 0.
Y

En prenant n(x,y) = ¢(y1,y2)es, avec ¢ arbitraire, on obtient que w prend des valeurs égales sur les faces
opposées de Y, d’équation y3 = 1 et y3 = 0. La méme propriété ayant lieu sur les autres faces, on en déduit

que w(z,y) € Hjjl (Y') pour presque tout x € Q. [ ]
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