TRAVAIL ENCADRE DE MATHEMATIQUES

LE THEOREME DE PROGRESSION ARITHMETIQUE DE
DIRICHLET

Auteur :

Sacha CARDONNA

Référent :
Sylvain BROCHARD






Introduction

Les nombres premiers forment 'une des notions les plus simples des mathématiques, mais également
I'une des plus déroutantes. En effet, il s’agit d’'un concept de base en arithmétique, et sert pourtant de
fondation dans de nombreuses théories mathématiques avancées. Ils sont toujours autant étudiés depuis de
nombreuses années, mais restent auréolés de mystéres : il n’existe pas de formule algébrique permettant
d’atteindre un nombre premier, donc il reste impossible d’en obtenir une définition ensembliste satisfaisante.

Depuis EUCLIDE, nous avons le résultat suivant :
THEOREME. [l existe une infinité de nombres premiers.

Preuve. Supposons qu’il n’existe qu'un nombre fini de nombres premiers {p1, p2, . .., p,}. Considérons alors
le produit augmenté p = 1+]];", p;. On constate que pour tout ¢ € [1,n], le reste de la division euclidienne
de p par p; est égal & 1. Comme p n’est divisible par aucun nombre premier, p est premier, ce qui contredit

que 'hypothése que la liste {p1,p2,...,pn} contient tous les nombres premiers. O

Les nombreux résultats qui ont suivi depuis nous apportent la preuve que cette classe de nombre n’a
pas fini de surprendre les mathématiciens. Les applications des travaux sur les nombres premiers sont trés
nombreuses : on peut citer notamment la cryptographie, avec 1’algorithme RSA, qui sert a la plupart des
transactions sécurisées sur internet. L’objectif de ce travail est de démontrer le théoréme de progression

arithmétique de Dirichlet :

THEOREME. Soient a,m € N*| tels que a A m = 1. Il existe une infinité de nombres premiers p vérifiant

p = alm|. Autrement dit, la progression arithmétique suivante :
{a + mn}peny ={a,a +m,a+2m,...}
admet une infinité de nombres premiers. En notant P l’ensemble des nombres premiers, on a donc :

card (P N {a + mn}nen) = 0o



En 1785, au cours de sa démonstration de la loi de réciprocité quadratique, le mathématicien ADRIEN-
MARIE LEGENDRE introduit ce résultat sans le démontrer. Ce n’est que plus de cinquante ans plus tard, en
1837, que GUSTAV LEJEUNE-DIRICHLET démontre ce théoréme, devant ’Académie des Sciences de Berlin.
Ce résultat, sortant du cadre de la théorie algébrique des nombres, est a 'origine de la récente théorie
analytique des nombres, la branche des mathématiques consistant a utiliser des méthodes d’analyse mathé-
matique pour résoudre des problémes concernant les nombres entiers. Nous suivrons ainsi la preuve rédigée
par ce dernierEl, mélant I'arithmétique a la théorie des groupes et I’analyse complexe. Divisé en sept parties,
I'objectif du travail est de balayer avec précision I'ensemble des mathématiques utiles a la résolution de
notre probléme. Nous commencerons par donner une preuve d’une version faible du théoréme de Dirichlet,
en utilisant la théorie des polyndémes cyclotomiques.

Je tenais & remercier expressément monsieur SYLVAIN BROCHARD, maitre de conférences & 1’Université
de Montpellier, pour son accompagnement tout au long de ce projet. La crise sanitaire, la surcharge de
travail et sa vie familiale ne 'ont jamais empéché de suivre 'avancement de mon humble mémoire avec
intérét, de me donner des pistes de résolution pour certains problémes, et de m’éclairer sur quelques no-
tions qui me paraissaient obscures. Je lui exprime également toute ma gratitude et ma reconnaissance pour
m’avoir soutenu dans ’avancement de mon cursus, et ce depuis le début de mes études en mathématiques.
Monsieur SYLVAIN BROCHARD a grandement influencé mes objectifs et mes ambitions, m’a donné le gotit

de la recherche, et a ce titre j’espére poursuivre dans la voie qu’il a ouverte pour moi.

1. 1l en existe aujourd’hui quelques autres, comme par exemple celle introduite par HAROLD N. SHAPIRO, qui est une
démonstration purement algébrique.
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Chapitre 1

VERSION FAIBLE DU THEOREME DE
DIRICHLET

Dans cette section, on s’intéresse a une version faible du théoréme de progression arithmétique :

THEOREME 1.0.1 (CAS FAIBLE DU THEOREME DE DIRICHLET) Soit n € N, oun > 1. Il existe

une infinité de nombres premiers p vérifiant p = 1[n].

LEONHARD EULER démontre ce théoréme de maniére purement algébrique, en s’aidant notamment dela
théorie des polynoémes cyclotomiques. On se charge ici de présenter cette preuve. Commengons tout d’abord

par rappeler quelques définitions et résultats sur les outils mis en jeu au sein de la démonstration.

1.1 DEFINITIONS ET RESULTATS UTILES

DEFINITION 1.1.1 Soit A € N. X est dit premier s’il admet exactement deuz diviseurs entiers distincts
positifs : X et 1. De plus, deux nombres entiers sont dits premiers entre eux lorsqu’ils n’admettent aucun

diviseur commun, sinon ['unité.

On définit maintenant I'un des anneaux les plus célébres de I'arithmétique.

DEFINITION 1.1.2 Soit n € N. On définit la relation d’équivalence ~ sur Z par x ~ y si et seulement si

n|x —y. On note Z/nZ l'ensemble des classes d’équivalence. Alors (Z/nZ,+,*) est un anneau.EI

Nous allons travailler avec le groupe cyclique des racines n-iémes de 'unité, donc rappelons également

ce qu’est un groupe cyclique :

DEFINITION 1.1.3 Un groupe G est dit cyclique s’il est a la fois fini et monogéneﬂ

1. Sin € P, (Z/nZ,+, ) est un corps et on le note Fy,.
2. C’est-a-dire qu’il existe un élément a € G tel que tout élément du groupe est une puissance de a : on appelle alors a
générateur du groupe G, et on note G = {(a).
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Définissons également 'indicatrice d’Euler, utile en théorie des groupes et essentielle pour la suite :

DEFINITION 1.1.4 L’indicatrice d’FEuler est la fonction ¢ définie par :

¢ : N* — N*
n+— ¢(n) = card {\ € [1,n] | pged(n,\) = AAn=1}

Autrement dit, elle indique le nombre d’entiers premiers avec n entre 1 et n.

On rappelle aussi le théoréme de Lagrange sur les groupes.

THEOREME 1.1.5 (LAGRANGE) Soit G un groupe fini, et H un sous-groupe de G. Alors le cardinal
de H divise le cardinal de G.

On se charge maintenant de définir le groupe des racines n-iémes de l'unité, ainsi que les générateurs de

ce groupe.

DEFINITION 1.1.6 Soit n € N*. On appelle groupe des racines n-iémes de l'unité [’ensemble U, = {z €

C | 2™ =1} muni de la multiplication.

LEMME 1.1.7 (U, x) est un groupe cyclique.

Preuve. On considére 'application suivante :
[ (Z/nZ,+) — (U, *)
- - 2k
k— f(k) =exp (znﬂ)

L’application f est bien définie car exp (Z%T”) ne dépend que de la classe de £ modulo n. On peut vérifier

rapidement que f est un morphisme de groupe. Soient maintenant k, k' € Z/nZ. On a :

= = 2k 2k’ 2k 2k’ _
f(k) = f(K) < exp <an> = exp <z n”) = T”z n”[zw] — k=kn) <= k=k

Donc f est injective. Comme card (Z/nZ) = card(U,), on en déduit que f est un isomorphisme. Ainsi

comme (Z/nZ,+) est un groupe cyclique, il en est de méme pour (U, ). O

LEMME 1.1.8 Les générateurs de (U, *) sont les & = exp(i%T”), avec k € [0,n — 1], ot k et n sont

premiers entre eux.
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Preuve. On écrit U,, = {1, exp (227”) ,exp (247”) .. ..,exXp (z@)} = {1, A% .. A" avec A = exp (22%)7
donc \ est un générateur de U,. Soit k € [1;n —

/ 2kK 2
K e [Lin—1], (&)Y =X <= exp (z - 7r) = exp (zi)

<~ kK =1 [n]

1]. Alors & est un générateur de U, :

On utilise alors I'identité de Bézout :
K e[l,n—1),kk'=1[n] — I e€[l,n—-1],FueZ,kk' +un=1 < kAn=1

ce qui achéve la preuve. O

DEFINITION 1.1.9 Soit n € N*. On nomme racine primitive n-iéme de I'unité dans C tout générateur de
(Up, *) : c’est-a-dire tout élément & tel que €F = 1 pour k € [0,n—1]. On note désormais B,,(C) I’ensemble

des racines primitives n-ieémes de ['unité.

1.2 THEORIE DES POLYNOMES CYCLOTOMIQUES

On s’intéresse maintenant aux polynémes cyclotomiques et on présente quelques résultats sur ceux-ci.

DEFINITION 1.2.1 Soit P =Y 1_,ap X" € Z[X]. Le polynome P est dit primitif si pged (ag, a1, . . ., a,) =
1.

PROPOSITION 1.2.2 Soient P,Q € Z[X]| tous deuz primitifs. Alors le polynéme produit R = PQ est
primitif.

Preuve. Soient P,Q € Z[X] tels que P(X) = >}, ap X" et Q(X) = Yoo b X*. Supposons que P et Q
sont primitifs, et en raisonnant par ’absurde, montrons que R(X) = PQ(X) = ZZIG” cx X" est primitif.
Si ce n’est pas le cas, il existe p € P tel que p divise ¢ pour tout k € [0,n + m]. Pour A € Z[X], on note
Ale projeté de P dans (Z/nZ)[X]. Comme p divise tous les ¢, on a R = 0, donc PQ = P x Q = 0. Mais
(Z/nZ) [X] est intégre car F} est un corps, donc on a A =0 ou B = 0. Donc cela voudrait dire que p divise
tous les aj ou tous les by, ce qui est impossible car pged (ag, a1, ..., a,) = pged (bo, by, ..., b,) = 1. Donc R

est bien un polynéme primitif. O

DEFINITION 1.2.3 Soit n € N*. On appelle n-iéme polynéme cyclotomique le polynome suivant :

o, (X)= [ x-9¢
£ePn(C)

3.8 A= cn sk X", son projeté est A = Y oken Sx X", o S5 est la classe de sx modulo p.
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PROPOSITION 1.2.4 Les polynéomes cyclotomiques sont unitaires, et deg(®,(X)) = ¢(n).

Preuve. Soit n € N*. L’écriture de ®,(X) en produit indique que son coefficient de plus haut degré (en
Poccurrence le coefficient associé au monoéme de degré card(3,,(C)) est égal a 1. Donc il est unitaire.

Soit € € P,,(C). Les propriétés sur les groupes cycliques nous affirment que les éléments de 9,,(C) sont les £¥,
ou k€ [l;n—1] et kAn =1, donc card(PB,(C)) = ¢(n). Donc par produit, deg(®,, (X)) = card(P,(C)) =
o(n). O

On rappelle qu’une partition d’un ensemble X est un ensemble de parties non-vides de X deux-a-
deux disjointes, dont l'union est égale & X. On cherche maintenant a décrire un produit de polyndémes

cyclotomiques sous la forme d’un polynéme plus facile & manipuler.

LEMME 1.2.5 Soit n € N*. Les B4(C), ou d décrit I’ensemble des diviseurs de n dans N*, forment

une partition de Uy,.

Preuve. Soit n € N* soit d € N*. Si d | n, alors B4(C) C Uy C U,. D’aprés un corollaire du théoréme
de Lagrange, on sait que chaque racine n-iéme de 'unité a pour ordre un diviseur de n, donc chacun des
éléments de U,, appartient & un unique B4(C), ot d est un diviseur de n. En effet, un élément de U, est

une racine primitive d-iéme si et seulement si ¢’est un élément d’ordre d. O

De ce lemme on déduit alors :

PROPOSITION 1.2.6 Soit n € N*. On peut écrire [’égalité suivante :

X" —1=[]2uX)
din

Une propriété fondamentale d’un polynome cyclotomique est d’étre & coefficients entiers. Pour démontrer

cela, on démontre d’abord un lemme portant sur ’algébre des polynémes.

LEMME 1.2.7 Soient P,Q,R € Q[X] des polynomes non nuls. Supposons que P € Z[X], également
que P = QR, ou P et Q sont unitaires. Alors Q, R € Z[X].
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Preuve. 1l est évident que R est également unitaire, car P et () le sont. On suppose que @ est de degré n,

on peut alors ’écrire :

n n—1
QX)=> aX' => aX +X"
1=0 =0

ou les a; € Q. On écrit les rationnels a; = %, ou p; € Z et q; € N* tels que p; A ¢; = 1. On choisit ¢ € N*

tel que ¢ soit un multiple des ¢; avec i € [0;n — 1]. Alors 3z; € Z tel que % = %. On écrit donc :

n—1 n—1

. 1 .
QX)=> aX' +X"==->"zX'+ X"
i=0 i=0
On note maintenant :
n—1 )
Qo(X) = 3" 2 X7 + gx"
i=0

Et on suppose que pged(q, 20, 21, - - -, 2n—1) = 1. Alors Q est primitif, et on a Qo € Z[X], Q(X) = %QO(X).

De méme, il existe 7 € N* tel quon a Ry € Z[X] primitif ot R(X) = 1Ry(X). On a P = QR donc
qrP = QoRp, et comme par la proposition 1.2.2, grP est primitif. Comme P est unitaire, le coefficient
associé au degré le plus élevé du polynéme grP est qr, or gr = 1 car qr est un entier qui divise tous
les coefficients de qrP (qrP étant & coefficients entiers). Donc ¢ = r = 1 et ainsi, Q@ = Qo € Z[X] et

R =Ry € Z|X]. 0

On peut maintenant démontrer que les coefficients d’un polynéme cyclotomique sont entiers.

PROPOSITION 1.2.8 Pour tout n € N*, on a ®,(X) € Z[X].

Preuve. On effectue une récurrence sur ’entier non nul n.
Pour n =1, ¢’est évident car ®;(X) = X — 1. Supposons maintenant la propriété vraie jusqu’au rang n — 1.

On pose, pour n > 2 :

P(x) = [] @u(X)
dln
d<n

Par hypothése de récurrence, P € Z[X], de plus P est clairement unitaire. Maintenant on écrit :

X" =1 =[] a(X) = ,(X) [] ®a(X) = B (X)P(X)

dln dn
d<n

Cette égalité indique que ®,(X) € Q[X] en faisant la division euclidienne de X™ — 1 par P(X) dans Q[X].
On se retrouve ainsi dans la méme configuration que le lemme précédent, donc ®,(X) € Z[X], donc la

propriété est vraie au rang n, ce qui achéve la preuve. O
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1.3 DEMONSTRATION D’UNE VERSION FAIBLE

On arrive a I'ultime partie de ce chapitre introductif. Dans celle-ci, on démontre le théoréme de progres-
sion arithmétique dans sa version faible. Avant de présenter la preuve, on a besoin de démontrer le lemme

suivant :

LEMME 1.3.1 Soit n € N*. Soient a € N, p € P tels que pour tout d diviseur strict de n, p | ®,(a) et
p1®q(a). Alorsp =1 [n].

Preuve. On sait que p | ®,(a), donc p | (a™ — 1), donc a™ = 1 dans F,,. Si on note A I'ordre de a dans F},

alors A | n. On écrit donc :
ad—1= H D y(a)
A

*
P’

que n | (p—1) donc que p =1 [n]. O

ora® —1=0[p] et [14 ®a(a) est non nul sauf si A = n. Par théoréme de Lagrange dans F}, on obtient

Il est maintenant temps de démontrer le :

THEOREME 1.3.2 (CAS FAIBLE DU THEOREME DE DIRICHLET) Soit n € N, oun > 1. Il existe

une infinité de nombres premiers p vérifiant p =1 [n].

Preuve. On considére pi,pa,...,pr € P tels que p1 # p2 # ... # py. On pose N = n[[;_; pi. Supposons
qu'il existe ¢ tel que ¢ = 1[V]. Alors ¢ est premier et ¢ ¢ {p1,p2,...,pr}. On effectue une récurrence sur r
et on obtient des nombres premiers de plus en plus grands vérifiant la relation de congruence.

Donc card (PN{a € N; a=1[n]}) = occ.

Posons maintenant R = %&1). Par théorie des polynémes cyclotomiques, on constate que R et ® n’ad-
mettent aucune racine commune : ces polyndémes sont donc premiers entre eux. On peut donc écrire une

relation de Bezout entre eux dans Q[X] :
U,V € QIX],UR+ Voy = 1

On sait que pour tout polynéme U non constant de C[X], | l‘im |U(z)| = oo.
T|—0o0

Donc comme @y est non constant, Jag € N,Va > ap, [Py (a)| > 2. Donc ®n(a) admet toujours un facteur

premier g. On choisit alors un a de sorte que aU,aV € Z[X]. On a donc :

aU(a)R(a) + aV (a)®Py(a) =a
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On sait que ®y(a) = 0[g] donc c’est aussi vrai pour X~ — 1, donc on en déduit que a®¥ — 1 = 0[q] et
ainsi @’V = 1[g]. Ainsi, a A ¢ = 1, il en découle al(a)R(a) = alq], donc R(a) A ¢ = 1. En particulier, pour
tout diviseur d strict de N, on a ®4(a) A ¢ = 1. Par le lemme précédent, on en déduit ¢ = 1[N}, ce qu'on

souhaitait démontrer. O



Chapitre 2
CARACTERES DES GROUPES ABELIENS FINIS

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux homomorphismes d'un groupe commutatif fini dans C*, appelés
caractéres. Nous étudierons d’abord les propriétés des caractéres, donnerons & leur ensemble une structure
de groupe, discuterons de dualité, avant d’utiliser les relations d’orthogonalité, utiles pour la preuve du
théoréme de Dirichlet. Nous concluerons ce chapitre par une présentation de caractéres spécifiques, appelés
caractéres de Dirichlet.

Dans cette partie, on désignera par G un groupe abélien fini. Sa loi sera notée .

2.1 PROPRIETES DES CARACTERES ET DUALITE

Commengons par donner une définition d’un caractére.

DEFINITION 2.1.1 On appelle caractére de G tout homomorphisme multiplicatif x : G — C*.
On appelle caractére trivial le caractére xo tel que pour tout g € G, xo(g) = 1.

Dans cette section, nous utiliserons rapidement la notion de suite exacte, que ’on définit maintenant :

DEFINITION 2.1.2 Soient Gg,G1, ... des groupes et fo, f1,... des morphismes de groupes tels que fy :
Gy — Guy1. La suite :

N eI L L Ny I LN P L=< N
est appelée suite exacte si, pour tout n € N, on a Im(f,) = Ker(fn+1).

REMARQUE 2.1.3 Soit g € G. Le groupe (x(g)) est le sous-groupe engendré par x(g). Son ordre divise
ord(G), (x(g)) étant un quotient de G.

On rappelle maintenant I'indice du sous-groupe H dans G, essentiel pour la suite.
DEFINITION 2.1.4 Soit H un sous-groupe de GG. On définit la relation suivante :
V(s,t) e G*s~ytestteH

Alors le cardinal de G/ ~p est appelé indice de H dans G, on le note |G : H].
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Définissons maintenant le dual d’un groupe.

PROPOSITION 2.1.5 Soient x1,x2 deux caractéres d’un groupe abélien fini G. On définit le produit
X1x2 en posant x1x2(9) = x1(9)x2(9), g € G. L’ensemble des caractéres de G muni de ce produit forme

un groupe abélien G appelé dual de G, dont I’élément neutre est le caractére trivial xg.

Preuve. Prenons ¢,¢' € G, et x1,x2 € G. On a

x1x2(99") = x1(99")x2(99") = x1(9)x1(¢")x2(9)x2(9") = xax2(9)x1x2(¢)

Donc x1x2 est bien un caractére. L’inverse Xl_l de 1 est défini par Xl_l(g) = x%(g) pour g € G. La commu-

tativité étant évidente, G est donc bien un groupe, en particulier abélien. O

On présente maintenant un résultat permettant de lier les caractéres d’un sous-groupe H au groupe G.

PROPOSITION 2.1.6 Soit H un sous-groupe de G. Tout caractére de H peut étre prolongé en un

caractére de G.

Preuve. On pose [G : H] = m. On procéde par récurrence sur m. Si m = 1, alors on a évidemment H = G.
Maintenant, pour m > 1, on choisit g € G tel que g ¢ H. Soit n € N le plus petit entier supérieur a 1 tel que
g™ € H. Soit x un caractére de H, et soit t = x(g"). Le groupe multiplicatif C* est un groupe divisibleﬂ
on peut donc choisir u € C* tel que v = t. On prend alors H' le sous-groupe engendré par H et par g :
tout ' € H' s’écrit sous la forme b/ = hg® ou l'on peut prendre a € [0;n — 1] et h € H.

Posons maintenant x/(h’') = x(h)u®.

On vérifie maintenant que x’ : H' — C* est un caractére de H' prolongeant x et que x’(h’) ne dépend pas de
la décomposition de b’ = hg® choisie. Supposons qu’il existe deux décompositions différentes hig® = hog®?
de A/, ot a1 < ag. On a alors g917%2 = hghl_l € H, or a; — as < n, donc on a forcément que a; = as et

donc hy = hy. Maintenant, on peut définir 'application suivante :
X :H — C*
hg® — x(h)u®
Nous allons montrer que X’ est un morphisme de groupes. Soient h1g™, hog® € H'. On sait que G est

abélien, donc H' aussi, ainsi x'(h19% h2g®?) = x'(h1h2g®1%). On a alors disjonction de cas. Soit on a

a1 + as < n, alors :

X' (h1hag®72) = x(haha)u®™ ™2 = x(h1)x(he)u™ T2
= X (h1)u® x(ha)u®® = x'(h1g™ )X (h2g™?)

1. C’est-a-dire qu’il admet pour chacun de ses éléments des racines n-iémes pour tout n.
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Soit alors a; + a2 > n, mais quoi qu’il arrive a; + as < 2n car a1, az < n. Donc a; + ag — n < n, et ainsi :
X/(h1h29a1+a2) — X/(h1h29a1+a2+n7n) _ X/<h1h29nga1+a27n) — X(hthgn)ual+a2in

Or u™ = x(g") donc X/(h1hog® 1) = x(hih2)u® 1. On obtient que x’ est bien un morphisme de groupes,

donc comme elle coincide avec y sur H’, il s’agit du prolongement recherché, ce qui achéve la preuve. [

Deux remarques utiles maintenant pour montrer que G est de méme ordre que G.

REMARQUE 2.1.7 L’opération de restriction p : G — H définit un homomorphisme. De plus, d’aprés la
proposition précédente, p est surjectif. Egalement, Ker(p) est formé des caractéres de G qui sont triviaux
sur H. Donc en munissant Ker(p) d’une structure de groupe, on a Ker(p) ~ G//?-I . Ce dernier isomorphisme
résulte de la propriété universelle des groupes quotients : 'application w : f +— fom (o 7: G — G/H est

la projection canonique) est un morphisme de groupe de G/H vers G. Dot la suite exacte suivante :
1—G/H—G— H—1

REMARQUE 2.1.8 Supposons que G soit cyclique, d’ordre n et de générateur a. On prend x un caractére
de G, alors w = x(a) vérifie w™ = 1, donc est une racine n-iéme de 'unité. Inversement, a partir de n’importe
quel w € U, on peut définir un caractére x de G' au moyen de g% — w”*, k € N. Ainsi application x — x(g)
est un isomorphisme de G sur le groupe U, des racines n-iémes de 'unité, et donc on obtient que G est
cyclique d’ordre n. Prouvons le : soit x € G et x(a) = b. Alors on a b" = y(a)” = x(a™) = x(1) = 1. Donc

b e U,, dou Im(x) C Uy,. On considére alors le morphisme ¢ suivant :
Q G — U,
X — x(a)
On veut montrer que ¢ est un isomorphisme. Déja, ¢ est injectif car si x(a) = 1 alors y est identiquement
égal a 1, puisque a est un générateur de G.
Soit 1 € U,,. Pour montrer que ¢ est surjectif, on introduit les deux morphismes suivants :
f:7Z—d@ g :7Z— 0,
l1—a 1—n
Alors f est surjectif : pour tout k € Z, f(k) = a”, et tout élément de G s’écrit a” avec r € Z, et donc
posséde un antécédent par f. Egalement, nZ = Ker(f) C Ker(g). Ainsi, il existe un certain x : G — U, tel

que x o f = g. Il vient que n = g(1) = x o f(1) = x(a). Donc pour tout n € U,, il existe y € G tel que
©(x) =n. On en déduit que ¢ est surjective. Ainsi G~ U, donc G est bien cyclique d’ordre n.

PROPOSITION 2.1.9 Le groupe dual G est de méme ordre que G.

2. En effet, on voit rapidement que w est injectif, et Im(w) = Ker(p) grace a la propriété universelle du quotient (car un
morphisme nul sur H se factorise par G/H).
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CHAPITRE 2 : CARACTERES DES GROUPES ABELIENS FINIS

Preuve. Supposons que ord(G) = n. On procéde par récurrence sur n. Le cas n = 1 est trivial. Pour n > 1,
on prend H un sous-groupe cyclique non-trivial de G. On sait que ord(G) = ord(H) x ord(G/H) par la
remarque 2.1.7 ci-dessus. Or H et son dual sont de mémes ordres (H étant un groupe cyclique). Egalement,

G/H et son dual sont de mémes ordres car ord(G/H) < n. Donc ord(G) = ord(H) x ord(G/H) = ord(G),

ce qu’on voulait démontrer. O

PROPOSITION 2.1.10 Le groupe dual G est isomorphe a G.

Preuve. La proposition est déja connue pour un groupe cyclique par la remarque 2.1.8 ci-dessus. On sait
que tout groupe abélien fini est produit direct de m-groupes cycliques. On se charge donc de montrer que

le produit direct des duaux est isomorphe au dual du produit, en considérant ’application suivante :
(R G — I/J\l X oo X I/{;
X (X|Hys -+ > X|Hp)

On constate que v est injective car Ker(¢)) = {x € G | (X|Hys -+ s X HR) = (X05---,X0)} = {Xxo} : en
effet, si 1 n’est pas trivial, alors ¥ n’est pas trivial sur au moins 'un des facteurs. L’égalité des ordres

ord(G) = ord(f/I\l X e X ff\m) implique la surjectivité comme 1) est injective, donc 1 est un isomorphisme.
O

On termine cette partie par une proposition qui lie G & son bidual.

PROPOSITION 2.1.11 Le groupe bidual G est canoniquement isomorphe a G.

Prewve. Si g € G, I'application g4 : x — x(g) est un caractére de G. On obtient donc le morphisme §

suivant :

5:G—>é
9'—>59(9)

Montrons que § est un isomorphisme. On sait qu’un groupe et son dual sont de méme ordre, donc ord(G) =
ord(@) = ord(é). On doit donc juste démontrer que § est injectif, c’est-a-dire que pour g € G, g # 1, il
existe un caractére x de G tel que x(g) # 1. Soit H le sous-groupe de G engendré par g. En reprenant les
notations de la remarque 2.1.8, on sait que pour tout n € U,, il existe x caractére de H tel que x(g) = 7,
donc si n # 1, x(g) # 1. De plus, on sait qu’on peut prolonger x en un caractére de G. Donc § est injectif,

donc G ~ G, ce qu’il fallait prouver. (]
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CHAPITRE 2 : CARACTERES DES GROUPES ABELIENS FINIS

2.2 RELATIONS D’ORTHOGONALITE ENTRE CARACTERES

Dans cette section, on démontre les relations d’orthogonalité, qui seront utiles plus tard dans la preuve

du théoréme de progression arithmétique.

THEOREME 2.2.1 Soit G un groupe abélien fini. On a :

> xlg) =

e 0 stnon.

ord(G) st x = X0

Preuve. Le fait que deG x(g) = ord(G) si x = xo est évident. Maintenant, si x # xo, on prend h € G tel
que x(h) # xo(h) = 1. Alors :

X)) x(g) = xlgh) = x(g)

geG geG geG

Donc on en déduit la factorisation :

(x(h) = 1) > x(g) =0

gelG

Comme on sait que x(h) # 1, on a forcément que > ., x(g9) = 0, ce qu'on voulait démontrer. O

On cite également un corollaire qui donne une seconde relation d’orthogonalité, déduite de la précédente.

COROLLAIRE 2.2.2 Soit G un groupe abélien fini, G son dual. On a :

> xlg) =

xe@

ord(G) sig=ce

0 stnon.

Preuve. 11 suffit d’appliquer le théoréme 2.2.1 sur 67 et utiliser la proposition 2.1.11, qui montre que G~ G.
O

On note que ces deux relations sont des cas particuliers des relations d’orthogonalité de la théorie des

caractéres des groupes finis. En effet, ici nous travaillons sur des groupes exclusivement abéliens...

2.3 CARACTERES DE DIRICHLET

Ici, on définit les caractéres de Dirichlet, fonctions particuliéres sur un ensemble de classes de congruences

sur les entiers et & valeurs complexes. On commence par rappeler la définition d’une fonction multiplicative.
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CHAPITRE 2 : CARACTERES DES GROUPES ABELIENS FINIS

DEFINITION 2.3.1 Une fonction multiplicative est une fonction arithmétique f : N — C vérifiant f(1) =
1 et, pour tout a,b € N tels que a N b =1, vérifiant f(ab) = f(a)f(b).
La fonction f est multiplicative au sens strict si pour tout a,b € N, f(ab) = f(a)f(b).

DEFINITION 2.3.2 Soit m € N*. On définit (Z/mZ)* le groupe multiplicatif des entiers inversibles modulo
m. C’est un groupe abélien fini, et son ordre est $(m), o ¢ est lindicatrice d’Euler.

Un élément a appartient o (Z/mZ)* si et seulement si a Am = 1.

Définissons maintenant les caractéres de Dirichlet modulo m.

DEFINITION 2.3.3 Un caractére de Dirichlet modulo m est un morphisme de groupes de (Z/mZ)* dans le

groupe multiplicatif C* des complexes non-nuls. On peut ’étendre en une fonction définie sur Z en posant :

x(@) siaAm=1
x(a) = ,
0 S1non.
En l'étendant de cette maniére, on a une fonction multiplicative. En effet, en prenant a,b tels que
aAm=1et bAm =1, on a bien abAm = 1, et la multiplicativité provient de la définition d’un caractére.
Si a ou b n’est pas premier avec m, on sait que ab n’est pas premier avec m, et on a x(a)x(b) = x(ab) = 0.

On note également que cette fonction est m-périodique.
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Chapitre 3
L.OI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE

On discute ici de la loi de réciprocité quadratique, qui permet de décrire explicitement les caractéres
modulaires, au role crucial dans les transformations des séries de Dirichlet. Dans ce chapitre, on utilise la

notation suivante : on désigne, pour p € P, le groupe multiplicatif (Z/pZ)* par F;.

3.1 THEOREME DES RESTES CHINOIS

Dans cette section, on démontre le théoréme des restes chinois énoncé avec la théorie des groupes.

THEOREME 3.1.1 (RESTES CHINOIS) Soient n,m € N*, tels que n A m = 1. Alors il existe un

isomorphisme de groupe entre Z/nZ x Z/mZ et Z/nmZ.

Preuve. Soit £ € Z, soit r € N*. On note ¢ la classe de £ modulo 7. On définit 'application suivante :
U :Z — Z/nZ X Z]mZ
s (0,0

L’application ¥ est un morphisme de groupes. On ajoute que si /"™ = 5™ alors ¢ — s est un multiple
de mn, donc un multiple commun de m et n. Ainsi on en déduit que ¥U(¢) = ¥(s). Définissons donc une
application définie sur le quotient Z/nmZ :
V : Z/nmZ — Z/nZ x L/mZ
Vs (M) = W ()

Comme ¥ est un morphisme de groupes, ¥ I’est également. Calculons Ker(¥) :
Ker(V) = {{" € Z/nmZ | " = 0" et £™ = 0™}

Mais si entier £ est divisible par m et n premiers entre eux, alors mn | I. Donc £ = 0"™ et W est injective.

De plus, comme card(Z/nmZ) = card(Z/nZ x Z/mZ) < oo, on obtient que W est bijective, ce qu’il fallait
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CHAPITRE 3 : Lol DE RECIPROCITE QUADRATIQUE

démontrer. O

REMARQUE 3.1.2 Par récurrence, on peut étendre ce résultat au cas de r entiers ni, ns,...,n, premiers

entre eux deux-a-deux. On obtiendrait alors, en posant n = [],_, n :

U Z/nZ — ] (Z/niZ)
k=1

P s () = (™. 0

qui est bien un isomorphisme de groupes.

3.2 SYMBOLE DE LEGENDRE ET CRITERE D’EULER

Ici nous définissons le symbole de Legendre, puis aprés quelques préliminaires, nous présenterons une

démonstration du critére d’Euler.

DEFINITION 3.2.1 On dit que n € N est un résidu quadratique modulo p € P si et seulement s’il existe

m € Z tel que m? = n[p|. Dans le cas contraire, on dit que n est non-résidu quadratique modulo p.

DEFINITION 3.2.2 Pour tout n € Z, et tout p € P un nombre premier impair, on définit le symbole de
Legendre :

0 sipln
n . . . .
-] =91 sipfn et sin est un résidu quadratique modulo p

—1 st n est un non-résidu quadratiqgue modulo p.

LEMME 3.2.3 Soit p € P umpair. L’ensemble des carrés non-nuls de F, est un sous-groupe de I,

d’ordre % .

Preuve. Considérons le morphisme de groupes f suivant :

LT *
[T — T
T —> x?

Ainsi Im(f) est I'ensemble des carrés non nuls de I, (c’en est un sous-groupe). Cherchons le cardinal de
cet ensemble. Comme p est impair, on a que 1 # —1, donc Ker(f) = {—1,1} et ce noyau est de cardinal 2.

Or ord(IFy) = card (Ker(f)) x card (Im(f)), soit card (Im(f)) = et O

On rappelle aussi le petit théoréme de Fermat.
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CHAPITRE 3 : Lol DE RECIPROCITE QUADRATIQUE

THEOREME 3.2.4 (PETIT THEOREME DE FERMAT) Soit a € N, soit p € P tels que a Ap = 1.
Alors aP~t = 1[p].

Preuve. Soit a € N et soit p € P. Sia Ap =1, @ est dans le groupe multiplicatif F), d’ordre p — 1. Or
d’aprés le théoréme de Lagrange, ord(a) | (p — 1), donc :

Ce qu’on voulait montrer. O

Maintenant, on donne la preuve du critére d’Euler.

PROPOSITION 3.2.5 (CRITERE D’EULER) Pour tout n € Z, on a la congruence suivante :

Preuve. Soit n € Z. Si p | n, la congruence est évidemment vraie. Supposons que p { n.

Si n est un résidu quadratique, alors d’apreés le petit théoréme de Fermat on a :

Si n est non-résidu quadratique, alors n®~1/2 = —1[p]. En effet, n(P=1)/2 = 1[p|, puisque (X(I’*l)/2 —1) €

F,[X] admet au plus % racines. On en déduit du cas précédent que ses racines sont exactement les %
carrés de ;. De plus, on sait que nP—1/2 = +1[p] car (n(p*U/2 — 1) (n(pfl)/2 + 1) =nP~1 —1 est divisible
par p grace au petit théoréme de Fermat. O

3.3 PREUVE DE LA LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE

On se charge maintenant de donner la preuve de la loi de réciprocité quadratique. On commence avant

tout par rappeler le théoréme de Wilson, pour utiliser un lemme qui servira & la démonstration finale.

THEOREME 3.3.1 (WILSON) Soit p € N tel que p > 1. Si le nombre p est premier alors on a la
congruence (p — 1)! = —1[p].
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CHAPITRE 3 : Lol DE RECIPROCITE QUADRATIQUE

Preuve. Supposons que p € P. Prenons deux polynémes P, Q € F,[X] :

-1
PX)=XP1-T et QKX)= pH (X —k)
k=1
On constate que tout ¢lément de Fy, est racine de ) et de P. Donc le polynéme P —() admet tout élément de
[, comme racine, donc admet p— 1 racines, or deg(P —Q) < p—2. Donc P—Q = 0, ainsi P = Q. Ainsi P et
(@ admettent le méme coefficient constant qui est Hz;} (k) = —(p—1)! = -1, et donc (p —1)! = —1[p],

ce qu’on voulait. O

LEMME 3.3.2 Soit n € N. Pour tout p € P impair de la forme p = 2n + 1, on a la congruence
(n!)? = (=1)"*[p].

Preuve. 11 suffit de considérer :
= H = (—1)"(n!)*[p]

Or par théoréme de Wilson, p est premier donc (p — 1)! = —1[p]. Donc :

Ce qu’on souhaitait démontrer. O

THEOREME 3.3.3 (RECIPROCITE QUADRATIQUE) Soient p,q € P deux nombres premiers impairs

distincts. En posant n = % et m = q;21, on a alors :

()

Preuve. On définit G le quotient du groupe F} x F} par le sous-groupe {(1,1), (—1,—1)}. On essaie de
calculer de deux maniéres différentes le produit 7 de tous les éléments de G.

Dans la suite de la preuve, on désigne par [z, y| 'image dans G du couple (Z,7) € [, x Iy par la projection

canonique Fy x Fy — G.
Un élément de G s’écrit de maniére unique comme [a,b] ot a,b € Z vérifiant 0 < a < net 0 < b < ¢g. On

obtient donc une expression de 7 :

n q—1 n
7=[lo=111Ik0o=]] [« (a— DY = [()*™, ((¢ = D))"]
geCG a=1b=1 a=1
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Le lemme précédent nous permet alors d’obtenir, en remarquant que n est pair :
r= ()™ (1] = [(=)me 0] = [y

De plus, en utilisant le théoréme des restes chinois, on peut affirmer que Fy x Fy ~ (Z/ pqZ)*.

On définit S C {1,...,(pg — 1)/2} 'ensemble formé par les entiers premiers avec p et g. Ainsi, un élément
x € G s’écrit de maniére unique comme = = [a,a] ot a € S. On remarque qu’un entier r € {1,..., %} ne

peut étre divisible par p et par gq.

Posons maintenant :

A:Ha et B:ﬁqa
a=1

a€esS
Or en considérant que % =nq + m = mp + n, on déduit alors I’égalité :
n mp+n
AB = H a H qa = H a
a€S a=l1 a=1
anp=1

En appliquant le critére d’Euler, on en déduit :

B=q"n! = (%) n! [p]
AB=nl((p— D)™ =nl(=1)" [p]

Com (4)p e a=cor (L)

Le théoréme est alors démontré en utilisant les identités 7 = [A, A] = [(—=1)"" T +t™ 1]. O

Et donc on a :

A

3.4 RESULTAT SUR LES CARACTERES MODULAIRES

Il existe un lien entre les caractéres d’ordre 2 et les caractéres de Legendre, dont on fait état dans cette

partie. On rappelle tout d’abord la définition d’entier sans facteurs carrés.

DEFINITION 3.4.1 On dit qu’un entier n € Z est sans facteurs carrés si celui-ci n’est divisible par aucun

carré parfaitE] sauf 1.

Maintenant une définition sur les homomorphismes € et w :

1. Un carré parfait est le carré d’un entier.
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DEFINITION 3.4.2 Soit n € N un entier impair. Soient €(n) et w(n) les éléments de Z/2Z suivants :

n — sin=1|4
(n) = 21[2}: 0 ‘ 1[4]
1 sin=—1[4]
o) = n28_ 1 o] = 0 sz: n = +1[8]
1 sin=5[§]

Donc e est un donc un homomorphisme du groupe (Z/AZ)" dans Z/27Z, et w un homomorphisme de (Z/8Z)*
dans 7./27.

PROPOSITION 3.4.3 Soit a un entier non-nul sans facteurs carrés, et soit m = 4la|. 1l existe alors

un unique caractére X, modulo m tel que xq(p) = (%) pour tout p € P tel que pfm. On a alors x> =1
et Xa 1 sia+#1.

Preuve. Pour I'unicité de x,, c’est évident car tout entier premier a m est produit de nombres premiers ne
divisant pas m ; de méme pour le fait que x2 = 1. Montrons maintenant 1’existence de x,. On suppose que
a est de la forme a = Hle £; ou les ¢; sont des nombres premiers distincts et différents de 2. Pour x € Z,

on définit x, comme le caractére :
L
o) = (=1)s@)e=(@) nd
o) = O T (

Sip € P est distinct de 2 et des #; alorsE], selon la loi de réciprocité quadratique, on a :

k
Xa(p) = (=1)7®) Ximi=() I1 (é’) = [[(-ps@=

i=1 =1

16)-(%4)-0

Et ce x4 répond a la question. Si a est de la forme —b, 2b ou —2b, avec b = Hle ¢; sans facteurs carrés
et impair, on prend pour , le produit de y; avec le caractére xq(z) = (—1)5®), (=1)¥®) ou (—1)s@)+w(@),

Par construction, on a bien x, # 1 si a # 1. (]

2. Ainsi p est donc un nombre premier tel que p A m = 1.
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Chapitre 4
SERIES DE DIRICHLET

Apreés avoir donné quelques propriétés sur les fonctions holomorphes, on discute dans cette section des
séries de Dirichlet. Ces objets interviennent essentiellement en théorie analytique des nombres. Toute la
preuve du théoréme de progression arithmétique repose sur 1’étude de séries de Dirichlet particuliéres, les

séries L, que nous étudierons dans le chapitre six.

4.1 RESULTATS UTILES D’ANALYSE COMPLEXE

Dans cette section, on rappelle les principaux éléments d’analyse complexe qu’on utilisera au cours de

ce travail. Commengons par rappeler une définition des fonctions holomorphes.

DEFINITION 4.1.1 Soit U un ouvert de C. On considere lapplication f: U — C.
On dit que f est dérivable au sens complexe, ou holomorphe en un point zo de U si la limite suivante,

appelée dérivée de f en zg, existe :

Fon) — tim T = 1(0)

Z—20 zZ— 20

On dit que f est holomorphe sur 'ouvert U si elle est holomorphe en tout point zy de U. Egalement, on

appelle fonction entiére une fonction holomorphe dans tout le plan compleze.

Rappelons maintenant la formule intégrale de Cauchy, utile pour la suite de ce document.

PROPOSITION 4.1.2 Soit U un ouvert simplement connexe du plan complexe C. On considere f : U —
C une fonction holomorphe sur U. Soit 7 : [a,b] — C un lacet[l| inclus dans U, et soit z € U \ 7([a,b]).

On a alors la formule suivante :

£G) Inds () = o
4

T 2mi

f(©)
E—z

d¢§

ot Ind,(2) = % fv gdfi désigne 'indice du point z par rapport au lacet 7.
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Cette formule se simplifie dans le cas ot v est un cercle C orienté positivement, contenant z et inclus

dans U. En effet, 'indice de z par rapport & C vaut alors 1, d’ou la formuleE] :

f(z) = — ff@ds

:277'('1 Cf—z

Définissons maintenant le pole d’une fonction holomorphe.

DEFINITION 4.1.3 Soient U C C un ouwvert, a € U, et f: U\ {a} — C une fonction holomorphe. On dit
que est un pole de f s’il existe une fonction g holomorphe sur U telle que a g(a) # 0, et n € N* tels que
pour tout z € U \ {a} :

L’entier n est alors appelé ordre du pole.

On définit les fonctions analytiques ainsi que le principe de prolongement analytique :

DEFINITION 4.1.4 On dit que f : U — C est analytique lorsque, pour tout zy € U, il existe un disque

D(zg,7) C U et une série entiére Y, anz" de rayon de convergence R > r telle que, pour tout z € D(zp,r) :
(o)
F2)=> an(z = 2)"
n=0

DEFINITION 4.1.5 Soient V C U C C deux ouverts, et f : V — C une fonction analytique. On dit que f

admet un prolongement analytique a U s’il existe une fonction analytique g : U — C telle que gly = f.

Le théoréme d’unicité du prolongement analytique sera ainsi utile pour la suite :

THEOREME 4.1.6 (UNICITE DU PROLONGEMENT ANALYTIQUE) Soient V C U C C deuz ou-
verts, et f : V. — C une fonction analytique. Si f admet un prolongement analytique a U, alors ce

prolongement est unique.

On enchaine maintenant sur quelques lemmes utiles pour discuter des séries de Dirichlet.

LEMME 4.1.7 Soit U un ouvert de C, et f, une suite de fonctions holomorphes sur U, convergente
uniformément sur tout compact vers une fonction f. Alors la fonction f est holomorphe sur U et toutes

les dérivées de fy, convergent vers les dérivées de f.

2. Cette formule montre que la valeur en un point d’une fonction holomorphe est entiérement déterminée par les valeurs
de cette fonction sur n’importe quel cercle entourant ce point.
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Preuve. Soit D un disque fermé contenu dans U, et soit C' son bord, orienté positivement. La formule de

Cauchy nous donne :

2 Joz— 2

fuleo) = 5= f T2 g

ol 29 € D. Par passage a la limite, on a :

f(z0) = 1 (2) dz

2w Joz— 2

ce qui montre bien que f est holomorphe dans D. Pour montrer que les dérivées de f, convergent vers les

dérivées de f, on raisonne de maniére identique en appliquant la formule suivante :

, 1 z
Fe) = = .y e

ce qui achéve la preuve. O

LEMME 4.1.8 (ABEL) Soient deuzx suites (an)nen €t (bn)nen. Pour tout m,m’,p € N, on pose Ay, p

et Sy tels que :

D m’
Amp = g an et Sy = E anbn
n=m n=m

Alors on peut écrire ce qu’on appelle une transformation d’Abel :

m'—1 m’'—1
Sm,m’ = Am,m’bm’ - Z Am,n(bn-l-l - bn) = Am,m’bm’ + Z Am,n<bn - bn+1)

. -1
Preuve. On a a,, = Ay m et pour tout n > m, on sait que a, = Zzzm an — Zzzm an = Amn — Amn—1.
On obtient alors :

!

m m’ -1
Sm,m’ = bmAm,m + Z bn(Am,n - Am,nfl) = Z bnAm,n - Z bn+1Am,n

n=m+1
m’'—1 m’'—1
= Am,m’bm’ - Z Am,n(bn—H - bn) = Am,m’bm’ + Z Am,n(bn - bn+1)
n=m n=m
Ce qu’on souhaitait démontrer. O
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LEMME 4.1.9 Soient o, 8 € R tels que 0 < a < [, et soit z = x + iy un nombre complexe ou
R(z) =2 > 0. On a alors :

z
g(f
X

e~ % _ 6—5,3

‘ (e—az _ 6—,3:17)

Preuve. On écrit simplement :
7 t
eT0% —ePr =, e " dt
(0%
On passe alors en valeurs absolues :

B
‘e_o‘z —e P < \z|/ e dt = M(e_m — e h7)
(0%

X

Ce qu’on souhaitait montrer. O

4.2 DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES

On définit dans cette section les séries de Dirichlet et on démontre une proposition importante sur

celles-ci. Nous terminerons par quelques corollaires utiles pour la suite.

DEFINITION 4.2.1 Soit (Ay)nen une suite de nombres réels telle que lim A\, = +o00. On suppose que tous
n—0o0

les termes de la suite sont positifsﬂ Soit (ap)nen une suite quelconque de nombres complexes. On appelle

série de Dirichlet d’ezposants (Ap)nen une série de la forme :

flz)= iane_)‘”z
n=1

ou z € C.

PROPOSITION 4.2.2 Si la série de Dirichlet f(z) = > oo AnZ

el converge pour z = zg, alors elle

ane
converge uniformément dans tout domaine de la forme R(z — z9) > 0, avec |arg(z — 29)| < «a, ou

a<7/2

Preuve. Supposons qu’on ait une série de Dirichlet f(z) convergente pour z = zp = 0. On a donc > >, a,

qui converge. On prend un domaine R(z) > 0 et |arg(z)] < o < /2. Soit € > 0. On sait que > a,

3. Quitte a supprimer les termes négatifs, en nombre fini.
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CHAPITRE 4 : SERIES DE DIRICHLET

> e, 00 Ay = Zm, an. On applique alors la

converge donc il existe N tel que Vm,m’ > N, }Am’m/ o

transformation d’Abel vue précédemment, avec b, = e~ % :
m'—1
Sm,m/ = Am,m/e_kmlz + Z Am,n(e_)\"z — 6_)‘”+1z)
n=m

Posons z = x + iy, et appliquons le lemme 4.1.9 pour obtenir, pour m,m’ > N :

. (1 . M nil(e)\nz . e)‘"“x))
B T
n=m

‘Sm,m’

On remarque que :

larg(z)| < a <= cos(arg(z)) > cos(a) <

On pose alors k := (cos(a))™!, et on en déduit :

’Sm,m’ <e (1 + k(e‘Amm — B—Amrm))
D’ou :
| S| < € (14 k)
Ceci démontre la convergence uniforme dans $(z) > 0. -

On peut déduire de cette proposition une série de corollaire qu’on cite maintenant.

COROLLAIRE 4.2.3 Si f converge pour z = zg, f converge pour tout z tel que R(z) > R(z0) , la

fonction ainsi définie étant holomorphe.

COROLLAIRE 4.2.4 L’ensemble de convergence de la série f contient un demi-plan ouvert maximal,
qu’on nomme demi-plan de convergence. Notons que si le demi-plan de convergence est donné par

R(z) > p, on appelle p l'abscisse de convergence de la série considérée.

Par abus de langage, C et () sont considérés comme des demi-plans ouverts. Le corollaire suivant provient

de la convergence uniforme, et du fait que e~*»* — e=An20,

COROLLAIRE 4.2.5 f(z) — f(z0) lorsque z tend vers zy en restant dans le domaine R(z — zg), et
larg(z — 20)| < «, avec o < /2.
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CHAPITRE 4 : SERIES DE DIRICHLET

COROLLAIRE 4.2.6 La fonction f ne peut étre identiquement nulle que que si tous ses coefficients

sont nuls.

Preuve. On montre d’abord que ag est nul en multipliant f par €% puis en faisant tendre z — +oo
(en prenant z € R). La convergence uniforme montre que f (Z)erz — agp, qui est de fait nul. On réitére

I'opération sur aqp, as, etc. O

4.3 SERIES DE DIRICHLET A COEFFICIENTS POSITIFS

La proposition suivante signifie que le domaine de convergence de f est limité par par une singularité

de f située sur I'axe des réels.

PROPOSITION 4.3.1 Soit f(z) = > ane % une série de Dirichlet ou tous les coefficients a, sont
réels positifs. Soit p l'abscisse de convergence de la série f. Supposons que f converge sur le domaine
R(z) > p et que la fonction f puisse étre prolongée analytiquement en une fonction holomorphe au

voisinage de z = p. Il existe alors € > 0 tel que pour R(z) > p — ¢, f converge.

Preuve. On raisonne de maniére analogue a précedemment : on étudie le voisinage z = p en supposant
p = 0. La fonction f étant holomorphe & la fois sur $(z) > 0 et au voisinage de 0, elle est donc holomorphe
sur le disque D, = {2z € C ||z — 1| < 1+¢€}, ou € > 0. Ainsi sa série de Taylor converge dans D, et par le
lemme 4.1.7, on en déduit la dérivée p-iéme de f, pour R(z) > 0 :

— Z an(—)\n)pe_A"Z
n=0
d’ou :
FO(1) = (-1 3 ane
n=0

On écrit maintenant la série de Taylor, sur D,

o=y Z e =3 C- U oy

|
p=0 r' =0 P

En prenant z = —¢ :

2”1 17 £ (1)

p=0
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CHAPITRE 4 : SERIES DE DIRICHLET

Cette série est bien convergente. Or (—1)P fP)(1) = 3=, o, anAhe ™ est par hypothése convergente & termes

positifs. Ainsi la série double a termes positifs suivante :
o0 [0.9]
(e+1) -
== 3 S o g
n=0 p=0 p:

. L. P
est une série convergente. En rappelant la série e*r(1+8) = 37 (5211 )" \p

, on regroupe alors les termes pour

obtenir :
oo (o]
A (6 + 1)p
flz=—¢)= Zane Z TXZ
n=0 p=0
(0.0 (o @]
=3 ape e+ = 3 g et
n=0 n=0
ce qui démontre que la série de Dirichlet f converge, avec p = 0, pour R(z) > —e. O

4.4 SERIES DE DIRICHLET PROPREMENT DITES

On définit maintenant un cas particulier de séries de Dirichlet, appelées séries proprement dites.

DEFINITION 4.4.1 Soit (An)nen une suite de nombres réels telle que A\, = In(n). Soit (an)nen une suite
quelconque de nombres complexes. On appelle série de Dirichlet proprement dite une série de la forme :

o

> a
Fs) =Y ape e =3 On
nS
n=1 n=1

ou s € C.

PROPOSITION 4.4.2 Si les termes a, sont bornés, il y a convergence absolue pour R(s) > 1.

Preuve. 11 s’agit d’une conséquence immédiate de la convergence des séries de Riemann ) 2, n~®

a>1. |

avec

PROPOSITION 4.4.3 Si les sommes partielles Ay, = > P ay sont bornées, il y a convergence (pas

nécessairement absolue) de f pour R(s) > 0.

Preuve. Soit k € R. Supposons qu'on ait |Ap, | = [>_F_, an| < k. On applique de nouveau le lemme
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CHAPITRE 4 : SERIES DE DIRICHLET

d’Abel vu précédemment, et on trouve :

m/

Z anbn,

n=m

1 1

S /
‘ m,m ns (n+1)s

bt (m")?

Grace a la proposition 4.2.2, on peut supposer s € R, ce qui permet de réécrire cette inégalité sous la forme

< n’;. On en déduit la convergence, évidente en faisant tendre m’ — oo. O

simplifiée : ’ Snm?
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Chapitre 5
FONCTION ( DE RIEMANN

Dans ce bref chapitre, nous allons nous intéresser sommairement a la fonction ¢ de Riemann, intéres-
sante introduction & I’étude des fonctions £. On commencera par discuter des produits eulériens, avant de

déterminer les principales propriétés de la fonction ¢ dont on a besoin.

5.1 PRODUITS EULERIENS

Dans cette section, on considére f comme étant une fonction multiplicative et bornée.

PROPOSITION 5.1.1 La série de Dirichlet Y 7, ffls) converge absolument pour R(s) > 1. Sa somme

dans ce domaine est alors le produit eulérien convergent sutvant, pour p € P :

f(p /() f(™)
HZ pks _H<1+pS++ pms +>

peEP k=0 peEP

oo f(n)

n=1 ns

de conclure. Soit maintenant I' C P un ensemble fini de nombres premiers. On considére N(T' ) I’ensemble

Preuve. La convergence de )

des entiers supérieurs & 1 dont tous les facteurs premiers sont dans I'. On obtient directement 1’égalité

suivante :
f fp
> Wy 9D ks
neN(T) pel k=0
Lorsque le cardinal de I' croit, on a ZneN n:” — > n@ On en déduit aisément que le produit

eulérien converge, et que sa limite est égale a Z ! n). U




CHAPITRE 5 : FONCTION ( DE RIEMANN

PROPOSITION 5.1.2 Si f est multiplicative au sens strict, on a :

= f(n) 1
2 e ~ 1l

peEP pS

Preuve. Comme f est supposée multiplicative au sens strict, on a f(p™) = f(p)™ pour chaque puissance

de nombre premier. On a alors :

SOy -y T
n=1 peEP k=0 peEP k=0 peEP ps

Ce qu’on voulait. O

5.2 FONCTION ( ET QUELQUES PROPRIETES

DEFINITION 5.2.1 Soit s € C. On définit la série de Dirichlet suivante, sur le demi-plan R(s) > 1 :

(=3~

ns
n=1

On peut également écrire ¢ sous forme de produit, grice & la proposition 5.1.2 :

C(S):Hl 11

peP =~ P°
Cette fonction est communément appelée fonction Zéta de Riemann.
REMARQUE 5.2.2 La fonction ¢ est bien définie car, pour tout z € C tels que R(z) > 1 :

o o 1
2 | =L <

n=1

1

n*

PROPOSITION 5.2.3 La fonction ¢ est holomorphe et non-nulle sur le demi-plan R(s) > 1.

Preuve. On doit vérifier que ¢ est la somme d’une série holomorphe sur (s) > 1 qui converge normalement
sur tout compact de {s € C | R(s) > 1}. Soit n € N tel que n > 1, la fonction f : s € {s € C | R(s) >
1} — n~° est holomorphe pour R(s) > 1. Soit K un compact de {s € C | R(s) > 1}, il existe § > 0 tel que
Kc{seC|R(s)>1+d}. Alors :

e}

1
<D g <

n=1
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CHAPITRE 5 : FONCTION ( DE RIEMANN

et la non-nullité est évidente, ce qui achéve la preuve. O

PROPOSITION 5.2.4 On peut écrire l’égalité :

((s) = +p(s)

ou p est une fonction holomorphe sur R(s) > 0.

Preuve. On peut tout d’abord remarquer que :

1 [e's] o n+1
= t % dt = t=% dt
s—1 / Z /

1 n=1’m

On écrit maintenant :
1 o0 1 n+1 1 0o n+1
_ = S5 dt) = —— TS — %) dt
() 8_1+;(n5 / ) Sy [ e

On pose alors maintenant :

et

9 n+1 0
o) =3 [ =Y pals)
n=17" n=1

On doit maintenant montrer que p est bien définie et holomorphe sur R(s) > 0. On va donc montrer que

> pn est normalement convergente sur tout compact inclus dans le demi-plan R(s) > 0. On a donc :

n+1
R R R N

n<t<n—1

Par théoréme des accroissements finis, on obtient |py(s)| < n%‘(sﬁ. Alors, pour tout € > 0, on a donc bien

une série qui converge normalement pour $(s) > €. (]

On termine en donnant maintenant deux corollaires, utiles pour la suite de notre mémoire.

COROLLAIRE 5.2.5 La fonction ¢ a un péle simple pour s = 1.

Preuve. On le déduit de la proposition 5.2.4; en écrivant ((s) = =25 + p(s), le résultat est immédiat. O
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COROLLAIRE 5.2.6 Lorsque s — 1, on a :

> pt~ln <511>

peEP

alors que 37 5o > ko p~ s reste bornée.

n+1
Preuve. On utilise le développement en série entiere In(1 + 2) = > > ED"2" O a done :

n=1 n
s p_k p —ks
k=1peP per P i=2pep
On pose donc 9(s) = 3732, ZpE'P Fo—. Cette série est majorée :
ST Y Y =T e < S e S S
- = — <y — =1
k=2 peP k i=1pep P ks (P - 1) beP p(p—1) — n(n—1)

Ainsi par théoréme d’encadrement, 1 reste bornée, et on remarque que In({(s)) ~ ln(ﬁ) d’apres le corol-

laire précédent, ce qui nous permet de conclure. O
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Chapitre 6
L—FONCTIONS DE DIRICHLET

Dans cette section, il est question de discuter des séries £ de Dirichlet, pouvant étre prolongées analyti-
quement sur le plan complexe en des L-fonctions. Ces objets permettent des généralisations sur la fonction
¢ de Riemann, et sont au centre de la démonstration du théoréme de progression arithmétique.

Dans cette partie, on prend s € C, m € N* et y un caratére de Dirichlet modulo m.

6.1 DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES

Commengons par donner la définition des séries £ de Dirichlet.

DEFINITION 6.1.1 La L—fonction de Dirichlet associée a x est la série suivante :

— x(n)

E(&X) =

n=1
En supposant qu’on a choisi d’étendre x sur Z tout entier, on remarque qu’on peut écrire :
X X X
-y W,y o
nAm=1 nAm#1 nAm=1

Car sin Am # 1, on sait que x(n) = 0.

PROPOSITION 6.1.2 Supposons qu’on ait x = xo, alors :

£lsov0) = T10 -9 3 X = [T e
plm n=1 p|m

De plus, L(s,x0) est prolongeable analytiquement pour R(s) > 0 et admet s =1 comme pdle simple.

Preuve. On écrit simplement :

L(s,x0) 21”8 Hl_ ZH(lfp‘S)H1_p,s=H(1*p‘s)C(S)

plm pEP plm
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CHAPITRE 6 : L—FONCTIONS DE DIRICHLET

On obtient ce que 'on souhaitait. Quant au prolongement analytique de L£(s, x0), il découle des propriétés

de la fonction ¢ et des propositions énoncées dans le chapitre 4. O

PROPOSITION 6.1.3 Supposons qu’on ait x # xo, alors la série L(s,x) converge sur le demi-plan
R(s) > 0. On aura alors :

1
L(s,x) = H @ pour R(s) > 1
peEP ps

Preuve. Sur le demi-plan R(s) > 1, on a déja prouvé la convergence de L(s, x), en particulier la convergence
absolue, y étant multiplicative. On doit donc juste étudier la convergence sur R(s) > 0. D’aprés la propo-
sition 4.4.3, il suffit donc de vérifier que les sommes A, , = >, _, x(n) sont bornées. Or les relations d’or-
thogonalités entre caractéres (théoréme 2.2.1 et son corollaire) nous permettent d’écrire EZiUm_l x(n) =0,
car on a supposé que x # Xo. On a donc juste & majorer les sommes A, , qui comportent moins de m
termes, pour v —u < m. Ainsi dans ce cas, la somme A, , contient au plus ¢(m) termes non-nuls (avec ¢
I'indicatrice d’Euler) par définition de x, et chacun de ces termes est majoré par 1 en valeur absolue. Ainsi
on a |Ayy| < ¢(m), ce qui démontre la convergence.

Montrons maintenant la décomposition en produit de £(s, x), en utilisant la proposition 5.1.1; cela revient
a montrer que x est bornée et multiplicative au sens strict. On sait que pour tout n € N*, |y(n)| < 1, donc

x est bornée. D’autre part, pour a,b € N* tels que a Am =1 et b Am =1, on peut écrire :

x(ab) = x(ab) = x(ab) = x(a)x(b) = x(a)x(b)

Par contre, si a Am # 1, alors ab A m # 1 et on a donc :

x(ab) = 0 = x(a)x(b)

Cela prouve que x est complétement multiplicative, ce qu’on souhaitait démontrer. O

6.2 ETUDE DE LA NON-NULLITE DE £(1, x)

La preuve du théoréme de progression arithmétique repose en grande partie sur la propriété de non-

nullité de £(1,x). On se charge ainsi d’étudier cette proposition. Dans cette partie, on prend m € N* et

p €P.Sip € (Z/mZ)", c’est-a-dire si p { m, on pose g(p) = @, oun = ord((p)) dans (Z/mZ)*. On allége
également les notations en prenant G, = (Z/mZ)".
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LEMME 6.2.1 Sipt{m, on a lidentité suivante :

[T @ =xpa) =@ —Amy®

XEGm

Preuve. On prend U, I’ensemble des racines n-iémes de I'unité. On a montré dans le premier chapitre que

card(U,) = n. On prouve dans un premier temps que :

[]@—wh)=1-A"

OJEUTL

Pour tout w € U,,, on a (%)n = win =1, donc % est une racine du polynéme 1 — A™. On a donc :

1—A"=— H(A_%):_ I <wAw1>

wely, wel,
HwelUn w HUJEUn
(_1)n+1 H (1 A)
= —w
H"JGU" w wel,

Le produit des w € U,, dépend de la parité de n. De plus, on sait que pour tout w € U, il existe k € [0,n—1]

2ikm/n - Ainsi, on a :

n—1
H W= H eZFT/m — exp <2m Z k) = exp (W) = exp((n — 1)in)

tel que z = e

wely, k=0
On en déduit que si n est pair, [],cpy, w = —1, et sinon [,y w =1, d’ott le fait qu'on obtient :
-1 n+1
weln ™ yeu, w€eU,

Maintenant, on montre que pour tout w € Uy, il existe g(p) caractéres y € gAm tels que x(p) = w. On prend

le morphisme suivant :

dj : ér\n — Un
X — x(p)
OnaKer(¢) ={x € G | x(p) = 1}. On sait de plus que card (Ker (1)) x card (Im(¢))) = card ( ) o(m
or v est surjective par construction, donc card (Im(¢)) = card (Uy,,) = n, d’ou card (Ker(w)) = g(p)

Donc pour tout w € Uy, il existe g(p) caractéres y € é; tels que x(p) = w.
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De ce que l'on vient de montrer, on en déduit finalement, en notant Q = {x € Gm | x(p) = w} :

9(p)
(1— A™)9®) = < H (1— wA)) = H (1—wA)I®

wely, wely
=TI TT @ -axt) = ] (0 - Axw))
w€ely, xeN Xeg/:n
Ce que 'on souhaitait démontrer. O

DEFINITION 6.2.2 On définit la fonction (, par :
= I £6,%)
XEGm

C’est une série de Dirichlet a coefficients positifs et convergente pour R(s) > 1.

PROPOSITION 6.2.3 On peut écrire l’égalité :

1
Cm(s) o p];n (1 _p—ns)g(P)

Preuve. D’apres le lemme 6.2.1 et en utilisant le produit eulérien, on a, pour R(s) > 1 :

1
L(s,x) = H T X

peP 1- ps

Donc on peut écrire, en utilisant cette égalité :

= 11 20=11 11 x(p)

XEGm XEGm pep 1

On peut alors utiliser le produit eulérien de £ ainsi que le lemme précédent, en prenant A = p~* :

M-I -

XEGm Mm S ptm xegm Ps pfm (1

La convergence pour R(s) > 1 est claire, par déﬁnitionE]. O

PROPOSITION 6.2.4 La fonction L(1,x) est non-nulle pour tout x # Xo-

1. En effet, le développement nous permet de constater que c’est une série de Dirichlet a coefficients entiers positifs,
convergente d’aprés le chapitre 4.
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Preuve. On raisonne par ’absurde en supposant qu’il existe un caractére x tel que £(1,x) = 0. Alors on

obtient que (,,(1) = 0 et (;, est holomorphe en s = 1 et converge, pour tout s tel que R(s) > 0 (car (,, est

1

une série de Dirichlet a coefficients positifs). On peut minorer ainsi chaque terme du produit [ Er=mro]
7p ns

de la maniére suivante :

— g(p (Zp—kns) Z —kp(m)s > p —p(m)s

(1 p k=0

ainsi (, a tous ses coefficients supérieurs a ceux de la série Zn‘¢(m)s, qui est divergente pour s = %

On obtient une contradiction. O
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Chapitre 7
THEOREME DE PROGRESSION ARITHMETIQUE

Nous arrivons & la derniére partie de ce travail, ot ’on démontre le théoréme de progression arithmétique

de Dirichlet. Pour ce faire, nous allons le reformuler & ’aide de la notion de densité.

7.1 DENSITE ANALYTIQUE DE ' C P

Définissons ainsi cette notion :

DEFINITION 7.1.1 On dit qu’une partie I' C P a une densité analytique § € [0,1] si :

lim 721)61" P

s=1 1 ( 1 )
s—1

On constate que si card(I") < oo, alors § = 0. De plus, d’aprés le chapitre sur la fonction ¢, la densité

=9

de ’ensemble des nombres premiers P est égale & 1. Cette notion permet ainsi de reformuler le théoréme

de progression arithmétique :

THEOREME 7.1.2 (PROGRESSION ARITHMETIQUE DE DIRICHLET) Soit m > 1, et soit a € N*

tel que a Am = 1. Soit P, l'ensemble des p € P tels que p = a[m]. Alors la densité de P, est m

C’est cet énoncé, équivalent a celui présenté en introduction, que nous allons prouver & la fin de ce

chapitre.

7.2 RESULTATS PRELIMINAIRES

Dans cette partie, on prend y un caractére de Dirichlet modulo m et on définit :

fuls) =30 X;f)
ptm
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Cette série est convergente pour s > 1. L’objectif est d’étudier le comportement de la fonction ZpePa p~*®

et de montrer que sa limite n’est pas ﬁnieE] lorsque s — 1.

LEMME 7.2.1 Six = xo, on a la limite suivante :

hm fXO (8) — 1
s—11n(s — 1)1

Preuve. D’aprés une proposition précédente, on a :
—s
lim ZP €Po I

Zp€Pa
s—11n(s — 1)1

Or la série ZpePa p o et fio(s) = me Xo(p)p~* = zp’fm p~* ne différent que d’un nombre fini de termesﬁ
ce qui indique que ces deux fonctions ont le méme comportement & la limite, d’ou le résultat :
. Zp{m pis
im————— =
s—11n(s — 1)1

Ce qu’on souhaitait démontrer. O

Un autre lemme essentiel qui nous informe que f, reste bornée quand s — 1 :

LEMME 7.2.2 Si x # Xo, alors fy est bornée quand s — 1.

1 — x()
pS
constate que les facteurs du produit sont sous la forme (1 — a)~!, oil |a] < 1 On définit la détermination

—1 .
Preuve. Par la proposition 6.1.3, on sait que L(s,x) = HpE'P ( > , pour R(s) > 1. Egalement, on

principale du logarithme comme ceci :

In(L(s,x)) = Zln ;X(m = Z );(52:

pEP 1 - s pEP n=1
Or on peut décomposer la double somme :

I (£(s,0) = 30 X2 5o 5 X0

peP pEP n=2

1. En effet, s’il y avait un nombre fini de termes dans la somme, alors on aurait une limite finie lorsque s — 1, alors que
chaque terme p~° tend vers p~*.

2. Ces termes sont les diviseurs premiers de m.
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D’autre part, fy(s) = >, % =D ep X;f) car si p | m, x(p) = 0. On a donc :

In (L(s,x)) +ZZ or

pEP n=2

Or ici x # X0, donc d’aprés la proposition 6.2.4, £L(1, x) # 1, ce qui assure que In (L(s, x)) est bornée quand

s — 1. Quant a la double somme 3 » >, n(p’zs , elle est également bornée car :

Sy o S IPIEE

n S
pEP n=2 pepn—2 P

Et d’apres le corollaire 5.2.6, - p > ¢

fonctions bornées, donc elle est aussi bornée, ce qui achéve la preuve. O

2 np”s est bornée lorsque s — 1. Donc f (s) est une différence de

7.3 DEMONSTRATION DU THEOREME

Nous sommes arrivé a la derniére étape avant la démonstration du théoréme de progression arithmétique.
o - : - s , :
Nous définissons ainsi la fonction g4(s) = Zpepa p~ %, et on donne un résultat sur celle-ci avant la preuve

finale.

LEMME 7.3.1 On a le résultat sutvant :

Preuve. Par définition de f,, on a :
X '(a)x(p)
PIFNONNOED DD
XEGm pim xeg,,

Or d’aprés la propriété des caractéres, x '(a)x(p) = x(a~'p). Les relations d’orthogonalités sur G, de la

section 2.2 donnent alors :

Z Wap ord(Gy) = ¢(m) sia lp=1m] e peP,

XEGm 0 sinon.
Donc on a :
~1(
X" (a)x(p) ¢(m)
303 - 5 X s
ptm XEgm PEPq
ce qu’on souhaitait démontrer. O
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CHAPITRE 7 : THEOREME DE PROGRESSION ARITHMETIQUE

Ce résultat, et tous ceux qui 'ont précédé permettent de démontrer le :

THEOREME 7.3.2 (PROGRESSION ARITHMETIQUE DE DIRICHLET) Soit m > 1, et soit a € N*

tel que a Am = 1. Soit P, 'ensemble des p € P tels que p = a[m]. Alors la densité de P, est m

Preuve. On calcule la densité de 'ensemble P,. D’apreés le lemme 7.3.1, on a :

fim o8] g 1 X @) ()
s=»1In(s — 1)1 s=1¢(m) 4= In(s—1)"1

Or si on décompose la somme, on obtient :

1 X_l(a)fx(s) 1 fxo(8) 1 X_l(a)fx(s)

5 = =t -
¢(m) - In(s =)=t g(m)In(s = 1)1~ ¢(m) =< In(s — 1)~

Or, quand s — 1, d’aprés le lemme 7.2.1, si x = X0, fyo(s) ~ In(s — 1)1, et d’aprés le lemme 7.2.2, si

—1
X 7# Xo, [y est bornée, donc Zx#xo % — 0. On obtient ainsi que :

lim 9a(s) = L
s—»1In(s — 1)1 ¢(m)

La densité analytique de P, est donc ¢ = ﬁ, ce qui indique que I'ensemble des p € P tels que p = a[m] est
infini, mais également que ces nombres premiers sont également répartis selon les différentes classes modulo

m premiéres a m. O
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