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Théoreme de progression arithmétique

Théoreme

Soient a, m € N*, tels que a A m = 1. |l existe une infinité de nombres premiers
p vérifiant p = a[m]. Autrement dit, la progression arithmétique suivante :

{a+ mn}tpen ={a,a+ m,a+2m,...}

admet une infinité de nombres premiers. En notant P I'ensemble des nombres
premiers, on a donc :

card (P N {a+ mn}nen) = 00
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Introduction

Figure 1 : Une photographie de Gustav Lejeune-Dirichlet
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Caractres des groupes abéliens finis
e0

Premieres définitions

Définition d'un caractére

Dans cette partie, on désignera par G un groupe abélien fini. Sa loi sera notée

Définition
On appelle caractére de G tout homomorphisme multiplicatif x : G — C*.
On nomme caractére trivial le caractére xo tel que pour tout g € G, xo(g) = 1.

|
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Caractres des groupes abéliens finis
oe

Premieres définitions

Définition du dual d'un groupe

Soient x1, x2 deux caracteres d'un groupe abélien fini G. On définit le produit
X1x2 en posant x1x2(g) = x1(g)x2(g), g € G. L'ensemble des caractéres de
G muni de ce produit forme un groupe abélien G appelé dual de G, dont
|"élément neutre est le caractere trivial xo.
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Caractres des groupes abéliens finis
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Propriétés des caracteres et dualité

Remarques importantes

m Soit H un sous-groupe de G. Tout caractére de H peut étre prolongé en
un caractere de G.

m L'opération de restriction p : G — H définit un homomorphisme. De plus,
d’apres la remarque précédente, p est surjectif. Egalement, Ker(p) est
formé des caractéres de G qui sont triviaux sur H./D@c en munissant
Ker(p) d'une structure de groupe, on a Ker(p) ~ G/H.

m Supposons que G soit cyclique, d’ordre n et de générateur a. On prend
un caractere de G, alors w = x(a) vérifie w” = 1, donc est une racine
n-ieme de |'unité. Inversement, a partir de n'importe quel w € U,, on peut
définir un caractére x de G au moyen de g — aik k € N. Ainsi
I'application x — x(g) est un isomorphisme de G sur le groupe U, des
racines n-iemes de |'unité, et donc on obtient que G est cyclique d'ordre n.
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Caractres des groupes abéliens finis
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Propriétés des caracteres et dualité

Egalité des ordres

Proposition

Le groupe dual G est de méme ordre que G.

Preuve. Supposons que ord(G) = n. On procéde par récurrence sur n. Le cas
n =1 est trivial. Pour n > 1, on prend H un sous-groupe cyclique non-trivial
de G. On sait que ord(G) = ord(H) x ord(G//T-I). Or H et son dual sont de
mémes ordres (H étant un groupe cyclique). Egalement, G/H et son dual sont
de mémes ordres car ord(G/H) < n. Donc

ord(G) = ord(H) x ord(G/H) = ord(G), ce qu’on voulait démontrer. a
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Caractres des groupes abéliens finis
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Propriétés des caracteres et dualité

G~G

Proposition
Le groupe dual G est isomorphe a G.
Preuve. Cette proposition est déja connue pour un groupe cyclique. On sait
que tout groupe abélien fini est produit direct de m-groupes cycliques. On se
charge donc de montrer que le produit direct des duaux est isomorphe au dual
du produit, en considérant I'application suivante :

(NS G — FE X +oe X Ifl,\n

X+ (X\HU' .. 7X|Hm)
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Caractres des groupes abéliens finis
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Propriétés des caracteres et dualité

G~G

Le groupe dual G est isomorphe a G.
Preuve. On constate que 1 est injective car :
Ker(¢) ={x € G | (Xjt:-- - X|Hn) = (X0, ---,X0)} = {xo0}

L'égalité des ordres ord(@) = ord(m X+ X I:I;) implique la surjectivité
comme 1 est injective, donc ¥ est un isomorphisme. (]
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Caractres des groupes abéliens finis
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Propriétés des caracteres et dualité

G

Proposition

12
‘ Q

Le groupe bidual G est canoniquement isomorphe a G.

Preuve. Si g € G, I'application d; : x — Xx(g) est un caractére de G. On
obtient donc le morphisme ¢ suivant :
§:6—G
g+— d(g)

Montrons que  est un isomorphisme. On sait qu'un groupe et son dual sont de
méme ordre, donc ord(G) = ord(G) = ord(G).
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Caractres des groupes abéliens finis
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Propriétés des caracteres et dualité

G

~ G

Le groupe bidual G est canoniquement isomorphe a G.

Preuve. On doit donc juste démontrer que § est injectif, c’est-a-dire que pour
g € G, g #1, il existe un caractére x de G tel que x(g) # 1. Soit H le
sous-groupe de G engendré par g. En reprenant les notations de la preuve
précédente, on sait que pour tout n € U, = {z € C | z" = 1}, il existe x
caractére de H tel que x(g) =n, doncsin # 1, x(g) # 1. De plus, on sait
qu’on peut prolonger x en un caractére de G. Donc § est injectif, donc G~G,
ce qu'il fallait prouver. d
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Caractres des groupes abéliens finis
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Relations d’orthogonalité entre caractéres

Premiere relation d'orthogonalité

Théoréme

Soit G un groupe abélien fini. On a :

ZX(g) _ {ord(G) si X = Xo

ice 0 sinon.

Preuve. Le fait que >_ . x(g) = ord(G) si x = xo est évident. Maintenant,
si x # Xo, on prend h € G tel que x(h) # xo(h) = 1. Alors :

X(h)> x(g) =D x(gh) =D x(g) < (x(h)—1)> x(g) =0

geaG geaG geG geG

Comme on sait que x(h) # 1, on a forcément que > . x(g) =0, ce qu'on
voulait démontrer. O
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Caractres des groupes abéliens finis

oe

Relations d’orthogonalité entre caractéres

Deuxieme relation d'orthogonalité

Corollaire

Soit G un groupe abélien fini, G son dual. On a :

ZX(g) _Jord(G) sig=e

ol 0 sinon.
x€G

Preuve. I suffit d’appliquer la premiére relation d’orthogonalité sur @, et
d'utiliser le fait que G ~ G. O
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Caractres des groupes abéliens finis

Caracteres de Dirichlet

Groupe multiplicatif des entiers inversibles modulo m

Définition

Soit m € N*. On définit (Z/mZ)* le groupe multiplicatif des entiers inversibles
modulo m. C'est un groupe abélien fini, et son ordre est ¢(m), ol ¢ est
I'indicatrice d'Euler.

Un élément 3 appartient a (Z/mZ)* si et seulement si aA m = 1.
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Caractres des groupes abéliens finis

Caracteres de Dirichlet

Caractére de Dirichlet

Un caractére de Dirichlet modulo m est un morphisme de groupes de (Z/mZ)*

dans le groupe multiplicatif C* des complexes non-nuls. On peut I'étendre en
une fonction définie sur Z en posant :

x(3) siaAm=1

a) =
x(a) 0 sinon.
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Caractres des groupes abéliens finis

Caracteres de Dirichlet

Séries de Dirichlet
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Séries de Dirichlet
[ Jolelele}

Résutats d’analyse complexe

Formule intégrale de Cauchy

Proposition

Soit U un ouvert simplement connexe du plan complexe C. On considere
f : U — C une fonction holomorphe sur U. Soit 7 : [a, b] — C un lacet inclus
dans U, et soit z € U\ v([a, b]). On a alors la formule suivante :

f(z) - Ind,(2) = %7{ gf(_ﬁ)z d¢
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Séries de Dirichlet
[e] lelele}

Résutats d’analyse complexe

Quelques lemmes

Soit U un ouvert de C, et f, une suite de fonctions holomorphes sur U,
convergente uniformément sur tout compact vers une fonction f. Alors la
fonction f est holomorphe sur U et toutes les dérivées de f, convergent vers les
dérivées de f.

Preuve. Soit D un disque fermé contenu dans U, et soit C son bord, orienté
positivement. La formule de Cauchy nous donne :

fa(z0) L fnlz) dz

- 277'('1 cZ— 2
ol zg € D. Par passage a la limite, on a :
1 f(z)
f =— ¢ —=—d
(20) 2w %C z

Z— 2

ce qui montre bien que f est holomorphe dans D.
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Séries de Dirichlet
[e]e] lele}

Résutats d’analyse complexe

Quelques lemmes

Soit U un ouvert de C, et f, une suite de fonctions holomorphes sur U,
convergente uniformément sur tout compact vers une fonction f. Alors la
fonction f est holomorphe sur U et toutes les dérivées de f, convergent vers les
dérivées de f.

Preuve. Pour montrer que les dérivées de f, convergent vers les dérivées de f,
on raisonne de maniére identique en appliquant :

F(z0) = _%%Ci(zf_(zz)o)z dz

ce qui acheve la preuve. O
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es abéliens finis ~ Séries de Dirichlet ction ¢ ctions de Dirichlet on arithmétique
[e]

Résutats d’analyse complexe

Quelques lemmes

Lemme d’Abel

Soient deux suites (an)nen €t (bn)nen. Pour tout m,m’, p € N, on pose Anm,, et
Sm,m’ tels que :

p m’
Ap = E G Spmf = E anbn
n=m n=m

Alors on peut écrire ce qu'on appelle une transformation d'Abel :

m -1 m -1
Sm,m’ = Am,m’ bm’ - Z Am,n(bn+1 - bn) - Am,m’ bm’ + Z Am,n(bn - bn+1)
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Séries de Dirichlet
[e]o]e]e] }

Résutats d’analyse complexe

Quelques lemmes

Soient a, 5 € R tels que 0 < o < f3, et soit z = x + iy un nombre complexe ou
R(z) =x > 0. On a alors :

HIE

Preuve. On écrit simplement :

B
e %% _ P = z/ e ¥ dt
«

On passe alors en valeurs absolues :

e—az _ e—ﬁz

B
i [ e e
a X
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Séries de Dirichlet

[ Jolelele}

Définition et propriétés

Définition d'une série de Dirichlet

Soit (An)nen une suite de nombres réels telle que lim A\, = +oo.

n—oo
On suppose que tous les termes de la suite sont positifs (quitte a supprimer les
termes négatifs, en nombre fini).
Soit (an)nen une suite quelconque de nombres complexes. Pour z € C, on
appelle série de Dirichlet d'exposants (An)nen une série de la forme :

[eo]

f(z) = Z ane *

n=1

Sacha Cardonna

Théoréme de progression arithmétique



Séries de Dirichlet

[e] lele]e}

Définition et propriétés

Convergence uniforme d'une série de Dirichlet

Théoréme

Si la série de Dirichlet f(z) = > °°, a,e”*"* converge pour z = z, alors elle
converge uniformément dans tout domaine de la forme R(z — z) > 0, avec
larg(z — z0)| < @, ot @ < 7/2.

Preuve. Supposons qu’on ait une série de Dirichlet f(z) convergente pour

z=12y=0. On adonc 3 2, a, qui converge. On prend un domaine f(z) > 0

et |arg(z)| < a < /2. Soit € > 0. On sait que Y~ a, converge donc il

existe N tel que pour tous mym’ > N, |Ap | > €, ol Ay = Z;”:,m an. On

applique alors la transformation d’Abel vue précédemment, avec b, = e % :
m —1

- z : —A -
Srn,m’ — Am,m’e m!' % + Am,n(e nZ __ e n+12)

n=m

Sacha Cardonna

Théoréme de progression arithmétique



Séries de Dirichlet

[e]e] lele}

Définition et propriétés

Convergence uniforme d'une série de Dirichlet

Théoréme

Si la série de Dirichlet f(z) = > °°, a,e”*"* converge pour z = z, alors elle
converge uniformément dans tout domaine de la forme R(z — z) > 0, avec
larg(z — z0)| < @, ol v < /2.

Preuve. Posons z = x + iy, et appliquons un lemme vu précédemment pour
obtenir, pour m,m’ > N :

m' -1
Sl < 14 23T (e - ey
X

n=m

On remarque que :

larg(z)| < o <= cos(arg(z)) > cos(a) <=
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Séries de Dirichlet

[e]o]e] e}

Définition et propriétés

Convergence uniforme d'une série de Dirichlet

Théoréme

Si la série de Dirichlet f(z) =Y 2, a,e "% converge pour z = zp, alors elle
converge uniformément dans tout domaine de la forme R(z — z) > 0, avec
larg(z — z0)| < @, ol v < /2.

Preuve. On pose alors k := (cos(c)) ™, et on en déduit :

|Sm,m| < € (1 + k(e — e—)\m/X))

|Smm | < € (14 k)

Ceci démontre la convergence uniforme dans R(z) > 0. O
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es abéliens finis ~ Séries de Dirichlet ction ¢ ctions de Dirichlet on arithmétique

Définition et propriétés

Quelques corollaires

Corollaires

m Si f converge pour z = zy, f converge pour tout z tel que R(z) > R(z) ,
la fonction ainsi définie étant holomorphe.

m L'ensemble de convergence de la série f contient un demi-plan ouvert
maximal, qu'on nomme demi-plan de convergence. Notons que si le
demi-plan de convergence est donné par $(z) > p, on appelle p I'abscisse
de convergence de la série considérée.

m f(z) — f(z0) lorsque z tend vers z en restant dans le domaine R(z — z),
et |arg(z — z0)| < «, avec a < /2.

m La fonction f ne peut étre identiquement nulle que que si tous ses
coefficients sont nuls.
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Séries de Dirichlet

[ Jolele)]

Séries de Dirichlet a coefficients positifs

Séries de Dirichlet a coefficients positifs

Proposition

Soit f(z) = 3. ane "% une série de Dirichlet ol tous les coefficients a, sont
réels positifs. Soit p I'abscisse de convergence de la série f. Supposons que f
converge sur le domaine R(z) > p et que la fonction f puisse &tre prolongée
analytiquement en une fonction holomorphe au voisinage de z = p. Il existe
alors € > 0 tel que pour R(z) > p — ¢, f converge.

Preuve. On étudie le voisinage z = p en supposant p = 0. La fonction f étant
holomorphe 2 la fois sur R(z) > 0 et au voisinage de 0, elle est donc
holomorphe sur le disque D = {z € C| |z —1| <1+¢€}, ol € > 0. Ainsi sa
série de Taylor converge dans D., et par le lemme sur la convergence des f,, on
en déduit la dérivée p-iéme de f, pour R(z) >0 :

oo

f(P)(z) _ Z an(—/\n)Pe_A”z

n=0
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Séries de Dirichlet

o] lele)]

Séries de Dirichlet a coefficients positifs

Séries de Dirichlet a coefficients positifs

Proposition

Soit f(z) = 3 ane "% une série de Dirichlet ol tous les coefficients a, sont
réels positifs. Soit p I'abscisse de convergence de la série f. Supposons que f
converge sur le domaine R(z) > p et que la fonction f puisse &tre prolongée
analytiquement en une fonction holomorphe au voisinage de z = p. Il existe
alors € > 0 tel que pour R(z) > p — ¢, f converge.

Preuve. D'ou :
FP(1) = 1)*’Zanx’

On écrit maintenant la série de Taylor, sur D,

(oo}

f(z) = Z _ 1)PZa)\P —n Z(Z (1)

p=0
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Séries de Dirichlet

[e]e] le]

Séries de Dirichlet a coefficients positifs

Séries de Dirichlet a coefficients positifs

Proposition

Soit f(z) = 3" ase”* une série de Dirichlet oli tous les coefficients a, sont
réels positifs. Soit p I'abscisse de convergence de la série f. Supposons que f
converge sur le domaine R(z) > p et que la fonction f puisse &tre prolongée
analytiquement en une fonction holomorphe au voisinage de z = p. Il existe
alors € > 0 tel que pour R(z) > p — ¢, f converge.

Preuve. En prenant z = —¢ :

fe=—o=3 EX ;”p (~1)°F(1)

Cette série est bien convergente. Or (—1)Pf(P)(1) = 350 @nAhe ™ est par
hypotheése convergente 3 termes positifs. Ainsi la série double est convergente :

o0 o0 P
fle=—a) =YY EEW e
n=0 p=0 p:
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Séries de Dirichlet
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Séries de Dirichlet a coefficients positifs

Séries de Dirichlet a coefficients positifs

Proposition

Soit f(z) = 3" ase”* une série de Dirichlet oli tous les coefficients a, sont
réels positifs. Soit p I'abscisse de convergence de la série f. Supposons que f
converge sur le domaine R(z) > p et que la fonction f puisse &tre prolongée
analytiquement en une fonction holomorphe au voisinage de z = p. Il existe
alors € > 0 tel que pour R(z) > p — ¢, f converge.

A - 1)P
Preuve. Grace 2 la série e (1) — $7° (E+ AP on regroupe les termes :
n=0 n

i P
f(z=—¢)= Z ane Z (Chais +|1) An
n=0 p=0 p:

Z e Anhn(ite) _ Za e

n=0
ce qui démontre que la série de Dirichlet f converge, avec p = 0, pour
R(z) > —e. O
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Séries de Dirichlet

Séries de Dirichlet proprement dites

Séries de Dirichlet proprement dites

Définition

Soit (An)nen une suite de nombres réels telle que A, = In(n). Soit (an)nen une
suite quelconque de nombres complexes. Pour s € C, on appelle série de
Dirichlet proprement dite une série de la forme :

oo o0 2
f(s) = Z ae M=) "=
n=1 Z

n=1

Sacha Cardonna
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Séries de Dirichlet

Séries de Dirichlet proprement dites

Propriétés essentielles

Pr

m Si les termes a, sont bornés, il y a convergence absolue pour R(s) > 1.
r_man sont bornées, il y a convergence
(pas nécessairement absolue) de f pour R(s) > 0.

m Si les sommes partielles A p, = > 7

Preuve. La premiére est évidente. Pour la deuxiéme : soit k € R. Supposons
qu’on ait |Am,p| = |ZZ:m a,,| < k. On applique de nouveau le lemme d’Abel vu
précédemment, et on trouve :

m’ m -1 1 1 1
S| = bn| < k — -
‘ , | Zan n = Z ns (n+1)s ’(m/)s
n=m n=m

Grace a la premiere proposition, on peut supposer s € R, ce qui permet de
réécrire cette inégalité sous la forme simplifiée : |S, | < % On en déduit la
convergence, évidente en faisant tendre m" — oo. g
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Séries de Dirichlet

Séries de Dirichlet proprement dites

Fonction ( de Riemann
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Fonction ¢ de Riemann
[ Jele)

Produits eulériens

Produit eulérien pour une série de Dirichlet

La série de Dirichlet 3°°°, 12 converge absolument pour R(s) > 1. Sa somme

n®

dans ce domaine est alors le produit eulérien convergent suivant, pour p € P :

3 H(l+?+~'+w+...>

S ms
pEP k= pEP p

Preuve. La convergence de Y 72, ”gg) est diie au fait qu'on a supposé f bornée,

une proposition précédente permet de conclure. Soit maintenant ' C P un
ensemble fini de nombres premiers. On considére N(I') I'ensemble des entiers
supérieurs a 1 dont tous les facteurs premiers sont dans . On obtient
directement |'égalité suivante :

f(n) _ s (P9
Z ns _HZ pks

neN(r) perl k=0
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Fonction ¢ de Riemann
oeo

Produits eulériens

Produit eulérien pour une série de Dirichlet

La série de Dirichlet > 72 (s) > 1. Sa somme
dans ce domaine est alors Ie prodwt eulérien convergent suivant, pour p € P :

=11 (1+%+~--+f(pm)+...>

ms
PEP k= pEP P

oo

Preuve. Lorsque le cardinal de I croit, on a :

>4

neN(I)

f(n)

On en déduit aisément que le produit eulérien converge, et que sa limite est
égale a > @ O
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Fonction ¢ de Riemann
ooe

Produits eulériens

Mise en produit d'une série de Dirichlet

Si f est multiplicative au sens strict, on a :

oof(n) 1

PEP 1- ps

Preuve. Comme f est supposée multiplicative au sens strict, on a
f(p™) = f(p)™ pour chaque puissance de nombre premier. On a alors :

— f(n — f(p* — f(p)*
S ENY =N =1

Ce qu’on voulait. a
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Fonction ¢ de Riemann
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Définition et propriétés de la fonction ¢

Définition de la fonction ¢

Soit s € C. On définit la série de Dirichlet suivante, sur le demi-plan f(s) > 1 :
oo
1
¢(s) = =
n=1
On peut également écrire ¢ sous forme de produit, grace a la proposition
précédente :

@ =TI ==

pPEP

Cette fonction est communément appelée fonction Zéta de Riemann.
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Fonction ¢ de Riemann
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Définition et propriétés de la fonction ¢

Réécriture de la fonction

On peut écrire I'égalité :

1
((s) = 1t p(s)
ol p est une fonction holomorphe sur R(s) > 0.

Preuve. On peut tout d'abord remarquer que :

1 oo n+1
= t°dt = t—° dt
==/ >/

On écrit maintenant :

oo} n+1 o0 n+1
C(S):si1+2(%—/n t‘sdt) :si1+2/n (n*—t7%) dt

n=1
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Fonction ¢ de Riemann
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Définition et propriétés de la fonction ¢

Réécriture de la fonction

On peut écrire |'égalité :

1
((s) = 1t p(s)
ol p est une fonction holomorphe sur R(s) > 0.

Preuve. On pose alors maintenant :

n+1
on(s) = / (™ —t")dt

et :

o= [ at =3 s

On doit maintenant montrer que p est bien définie et holomorphe sur %(s) > 0.
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Fonction ¢ de Riemann

000@000

Définition et propriétés de la fonction ¢

Réécriture de la fonction

On peut écrire |'égalité :

1
(s) = c=7 +p(s)
ou p est une fonction holomorphe sur R(s) > 0.

Preuve. On va donc montrer que Y p, est normalement convergente sur tout
compact inclus dans le demi-plan #(s) > 0. On a donc :

n+1
lon(s)] = / (" —t7°)dt| < sup |nTC -t
n n<t<n-—1
Par théoréme des accroissements finis, on obtient |p,(s)| < —ra. Alors, pour
tout € > 0, on a donc bien une série qui converge normalement pour R(s) > e.

d
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Définition et propriétés de la fonction ¢

5]

Equivalent avec Y pep P

Lorsque s — 1, on a :

> et (525)

pPEP

alors que >, ) p~** reste bornée.

Preuve. On utilise le développement en série entiere

In(l14+z)=73"7, % On a donc :
e pfks 1 e pfks
() =D > S => +D D
k=1 peP peEP p k=2 peP

o —ks
On pose donc ¥(s) = > 272, > cp P
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Fonction ¢ de Riemann
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Définition et propriétés de la fonction ¢

=5

Equivalent avec Y pep P

Proposition

Lorsque s — 1, on a :

Zp_swln(si1>

peEP

alors que - o, > 45 p~ " reste bornée.

. —k . 7
Preuve. La série (s) = Zf; > pep "Ts est alors majorée :

oo

1 1
Yyrlayy oy <2 <>
k - — - —
k=2 peP k=1 p€7> i pEP P (P 1) pEP P(P 1) n=2 n(n 1)
Ory =, n(nl = = 1. Ainsi par théoreme d’encadrement, 1) reste bornée, et on
remarque que In({(s)) ~ In(:25) d’apres le résultat précédent, ce qui nous
permet de conclure. O
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Définition et propriétés de la fonction ¢

L —fonctions de Dirichlet
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L —fonctions de Dirichlet
[ Jole}

Définition et premieres propriétés
Définition d'une L£—fonction

Dans cette partie, on prend s € C, m € N* et x un caratére de Dirichlet
modulo m.

Définition

|

La £—fonction de Dirichlet associée a x est la série suivante :

£(s0 =Y 40

En supposant qu'on a choisi d'étendre x sur Z tout entier, on remarque qu’'on
peut écrire :

Sx)izx(n)Jer x

nAm=1 nAm#1 nAm=1

Car si n A m # 1, on sait que x(n) = 0.
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L —fonctions de Dirichlet
oeo

Définition et premieres propriétés

Propriétés

Supposons qu'on ait x = xo, alors :

=10 -p)0)

plm

L(s,x0) = [[(1 - p~) 3 2

plm

De plus, L(s, xo) est prolongeable analytiquement pour R(s) > 0 et admet
s = 1 comme pole simple.

Preuve. On écrit simplement :
(s, x0) Z e H H(l - H 1%[)_5 = H(l - p°)(s)
PEP plm

Quant au prolongement analytique de L(s, xo), il découle des propriétés de la
fonction ( et des résultats d’analyse complexe cités précédemment. g
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L —fonctions de Dirichlet
ooce

Définition et premieres propriétés

Propriétés

Supposons qu’on ait x # Xo, alors la série L(s, x) converge sur le demi-plan
R(s) > 0. On aura alors :

1
5(57X) = H 1 x(p) pour §R(5) >1

pEP = p°

Preuve.
m Etude de la convergence sur R(s) > 0, en montrant que les sommes
Auv = >.v_, x(n) sont bornées, grace aux relations d’orthogonalités entre
caracteres.
m Démontrer la décomposition en produit, en montrant que x est bornée et
multiplicative au sens strict.
a
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L —fonctions de Dirichlet
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Non-nullité de £(1, x)

Notation

Dans cette partie, on prend m € N* et p € P. Si p € (Z/mZ)*, c'est-a-dire si
pt m, on pose g(p) = ¢(m , ou n = ord({p)) dans (Z/mZ)". On allége
également les notations en prenant Gm = (Z/mZ)".
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L —fonctions de Dirichlet
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Non-nullité de £(1, x)

Lemmes

Lemme

Si p{ m, on a I'identité suivante :

H (I—x(p)N) = (1 — /\")g(p)

XEGm

Preuve. On reprend U, le groupe des racines n-iemes de I'unité. On admet que
card(U,) = n. On prouve dans un premier temps que :

[[Ja-wh)=1-A"

wel,
Pour tout w € U, ona (1)" = L =1, donc L est une racine du polyndme
1-—-A".
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L —fonctions de Dirichlet

0O0@00000000

Non-nullité de £(1, x)

Lemmes

Si pt m, on a I'identité suivante :

H (1= x(p)A) = (1 — A")EP)

xegAm
Preuve. On a donc :

1-A"=— H(/\—%):_ I (W/\—1> _ ey, (WA 1)

wel, wEU, w [Licv,w
1 — wA n+1
_ 7(71)nHw€Un( ) ( 1 H (1
HwGUn w

weUn wel,

Le produit des w € U, dépend de la parité de n.

Sacha Cardonna

Théoréme de progression arithmétique
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Non-nullité de £(1, x)

Lemmes

Lemme

Si p{ m, on a l'identité suivante :

[T @—xpA) = (1 - A7)

XEGm

Preuve. De plus, pour tout w € U,, il existe k € [0, n — 1] tel que w = g2ikm/n.
Alors :

‘ 2 1 ,
H w= H g2km/n — ( Z k) = exp ( /ﬂngr’; )> = exp((n — 1)im)
w€eU,
Ainsi, si n est pair, [[,cy w = —1, etsinon [[, .y w=1, d'ob:

[1 eu, ¥
weln — wel, wel,

Sacha Cardonna
Théoréme de progression arithmétique
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O000@000000

Non-nullité de £(1, x)

Lemmes

Si pt m, on a l'identité suivante :

[T @—xeA) = (1 - A"

XEGm

Preuve. Maintenant, on montre que pour tout w € U,, il existe g(p) caractéres
X € Gm tels que x(p) = w. On prend le morphisme suivant :

P :_C’j,\,,—HUn
x — x(p)

On a Ker(¢) ={x € G | x(p) = 1}. On sait de plus que
card (Ker(v)) x card (Im(¢)) = card (é,\n) = ¢(m), or 1 est surjective par
construction, donc card (Im(+)) = card (U,) = n.
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L —fonctions de Dirichlet
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Non-nullité de £(1, x)

Lemmes

Lemme

Si p{ m, on a l'identité suivante :

[T @ —x(em = (@ = A

XEGm

Preuve. D'ou card (Iigr(w)) = @ = g(p). Donc pour tout w € U,, il existe
g(p) caractéres x € Gm tels que x(p) = w. De ce que I'on vient de montrer, on
en déduit finalement, en notant Q = {x € Gm | x(p) = w} :

1 -AP = TT @ —wn) @ = TT TT @ = xte)n) = [T (@ = x(p)N)

w€EU, wEU, xEQ xeGn

Ce que I'on souhaitait démontrer. O
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Non-nullité de £(1, x)

Définition de (p,

On définit la fonction (m par :
()= TT £(s,%)
XEg/r\n

C’est une série de Dirichlet a coefficients positifs et convergente pour £(s) > 1.
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L —fonctions de Dirichlet
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Non-nullité de £(1, x)

Résultat préliminaire

Lemme

On peut écrire |'égalité :

1
Cm(s) g @

Preuve. D'apres le lemme précédent et en utilisant le produit eulérien, on a
pour R(s) > 1

260 =1 5

(p)
pEP 1- pr

Donc on peut écrire, en utilisant cette égalité :

I ce0=11 1l [~

XEGm XEGm pep L
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L —fonctions de Dirichlet
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Non-nullité de £(1, x)

Résultat préliminaire

Lemme

On peut écrire I'égalité :

1
Cm(s) = g (1-— pfns)g(P)

Preuve. On peut alors utiliser le produit eulérien de £ ainsi que le lemme
précédent, en prenant A = p~° :

“M -0 =T

B e e L

La convergence pour R(s) > 1 est claire. O
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L —fonctions de Dirichlet

0000000000

Non-nullité de £(1, x)

Non-nullité de £(1, x)

Théoréme

La fonction £(1, x) est non-nulle pour tout x # Xo.

Preuve. On raisonne par I'absurde en supposant qu'il existe un caractere y tel
que L£(1,x) = 0. Alors on obtient que {m(1) = 0 et {n est holomorphe en

s =1 et converge, pour tout s tel que R(s) > 0 (car {m est une série de
Dirichlet a coefficients positifs). On peut minorer ainsi chaque terme du

produit ] W de la manigre suivante :
1 - —kns = —ko(m —¢(m)s
(1 _ pfns)g(P) - <ZP Z P
k=0 k=0
ainsi {m a tous ses coefficients supérieurs a ceux de la série > n=?ms qui est
divergente pour s = ﬁ On obtient une contradiction. g
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Non-nullité de £(1, x)

Théoreme de progression arithmétique
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Théoréme de progression arithmétique
e0

Densité analytique

Définition de la densité analytique de ' C P

On dit qu'une partie ' C P a une densité analytique 6 € [0, 1] si :
lim LperP
s—1 In (L)
s—1

=9

On constate que si card(lN) < oo, alors § = 0. De plus, d’'aprés le chapitre sur
la fonction ¢, la densité de I'ensemble des nombres premiers P est égale a 1.
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Théoréme de progression arithmétique
o] ]

Densité analytique

Reformulation du théoreme de progression arithmétique

Théoreme de progression arithmétique

Soit m > 1, et soit a € N* tel que aA m = 1. Soit P, I'ensemble des p € P

— Py 1
tels que p = a[m]. Alors la densité de P, est o
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Théoréme de progression arithmétique
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Résultats préliminaires

Définition de f, et objectif

Dans cette partie, on prend x un caractére de Dirichlet modulo m.
Définition

Pour le reste de la présentation, on définit :

()= > X2
ptm

Cette série est convergente pour s > 1. L'objectif est d’étudier le
c_or.nportement de la fonction ZpePa p.’s et de montr_er que sa limite n'est pas
finie lorsque s — 1. En effet, s'il y avait un nombre fini de termes dans la
somme, alors on aurait une limite finie lorsque s — 1, alors que chaque terme

p~° tend vers p~ L.
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0Oe000

Résultats préliminaires

Lemmes

Si x = X0, on a la limite suivante :

fXO(S) =1
s—11n(s — 1)1

Preuve. D'aprés une proposition précédente, on a :
lim EPE'P.; P
s—11n(s — 1)1

Or la série de”Pa p° et fio(s) = 2 Xo(P)P™° = 32, p~° ne différent que
d’un nombre fini de termes, donc on a I'équivalent a la limite :
Zp{m p*S

lim —=Pm "
M In(s — 1)1

—Ss

=1

=1
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Résultats préliminaires

Lemmes

Si x # xo, alors f, est bornée quand s — 1.

-1
Preuve. On sait que L(s,x) = [[,cp (1 - %) , pour R(s) > 1

également, on constate que les facteurs du produit sont sous la forme
(1 — )7, ol |a| < 1 On définit la détermination principale du logarithme

comme ceci :
1 = a”
1 = —
n(l—a> Z n

k=1

Ce qui nous donne I'égalité suivante, toujours pour R(s) > 1 :

In(£(s,x)) = Zlnl ZZ
cP n=1

PEP ps

3
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Résultats préliminaires

Lemmes

Si x # Xo, alors f, est bornée quand s — 1.

Preuve. Or on peut décomposer la double somme :

n(e(s ) = 30 X2 4 5o 5o A0

pEP pEP n=2

D'autre part, fi(s) =>_,, xlp) — > pep XP) carsip| m, x(p) =0. On a

P p
donc :

In (L(s, x)) Z Z
cp

n=2

Or ici x # xo, donc d'apres ce qui précede, L£(1,x) # 1, ce qui assure que
In (L(s, x)) est bornée quand s — 1.
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Résultats préliminaires

Lemmes

Si x # xo, alors £, est bornée quand s — 1.

Preuve. Quant a la double somme >° 5, 3>°° elle est également bornée

car :

n=2 np“s ’

BPBELIE () ) i

pEP n=2 pEP n=2

Et d'apres ce quia été vu, 30 5> 7, npl,,s est bornée lorsque s — 1. Donc
£ (s) est une différence de fonctions bornées, donc elle est aussi bornée, ce qui

achéve la preuve. a
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Démonstration du théoreme

Définition de la fonction g,

Soit P, I'ensemble des p € P tels que p = a[m]. On définit la fonction :

g(s)=> p°

PEPa
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Démonstration du théoreme

Lemme sur g,

On a le résultat suivant :

&) = g 2 AENT@)

XEGm

Preuve. Par définition de f,, on a :

Zf X(a sz(a)x

XEGm PIm xeGm
Or d'apres la propriété des caracteres, x*(a)x(p) = x(a~'p). Les relations
d’'orthogonalités sur G, donnent alors :

Z x(a~'p) = {ord(gm) =¢(m) sialp=1m < pecP,

sinon.
XEGm 0
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Démonstration du théoreme

Lemme sur g,

On a le résultat suivant :

&(5) = S 2 AEN@)

XEGm

Preuve. Donc on a :
1
P R 0
ptm Xegm PEP, p

ce qu'on souhaitait démontrer. O
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Démonstration du théoreme

Démonstration du théoreme de progression arithmétique

Théoreme de progression arithmétique

Soit m > 1, et soit a € N* tel que a A m = 1. Soit P, |I'ensemble des p € P

_1

tels que p = a[m]. Alors la densité de P, est 5

Preuve. On calcule la densité de I'ensemble P,. D’aprés le lemme précédent,
ona:

&) 1 @A)
s—»1In(s — 1)t s=1 ¢(m) = In(s — 1)1

Or si on décompose la somme, on obtient :

1 XH2A() 1 fie(s) 1 X" '(a)f(s)
o(m) ~ In(s—1)"1 @(m)ln(s—1)"* = ¢(m) = In(s — 1)1

X€Gm
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Démonstration du théoreme

Démonstration du théoreme de progression arithmétique

Théoreme de progression arithméti

Soit m > 1, et soit a € N* tel que aA m = 1. Soit P, I'ensemble des p € P
tels que p = a[m]. Alors la densité de P, est ﬁ

Preuve. Or, quand s — 1, x = Xo, fyo(s) ~In(s — 1), et si x # xo, fy est

bornée, donc >° . - # — 0. On obtient ainsi que :

lim &(s) = !

(s~ 1)1 o(m)

La densité analytique de P, est donc ¢ = ﬁ ce qui indique que I'ensemble
des p € P tels que p = a[m] est infini, mais également que ces nombres
premiers sont également répartis selon les différentes classes modulo m
premiéres a m. O
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Démonstration du théoreme
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