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Questions de cours (6 points). Soit F un espace vectoriel de dimension finie.
1. Donner la définition rigoureuse d’une distance d sur cet espace.

2. On munit maintenant F d’une norme ||-||. Démontrer que pour tous z,y € E, on a 'inégalité :
Izl + Iyl < llz +yll + llz — yll.
En déduire que
[zl + Iyl < 2max ([l +yl|, lz —yl) -

On remarque que cette propriété reste vraie dans un espace vectoriel normé de dimension infinie.

3. Ecrire la boule unité ouverte B;(0g) et montrer que c¢’est un ensemble convexe dans E.

Exercice 1 (6 points). On considére la courbe paramétrée ¢ : t € R — (z(t), y(t)) telle que
x(t) = sin(2t), y(t) = sin(3t).

1. Donner le domaine de définition de ¢. En utilisant les propriétés de symétrie de la courbe, montrer qu’on peut
se restreindre a étudier la fonction sur [—m, 7], puis sur [0, 7].

2. Exprimer z(m —t) et y(m — t) en fonction de z(t) et y(t). Montrer alors que la courbe a une symétrie supplé-
mentaire et qu’on peut encore se restreindre a [0, 7.

3. Construire le tableau de variation de z et y sur [0, §]. On précisera les valeurs de x, ', y et ¢/ pour t = &, T, Z.

Exercice 2 (5 points). Soit t € R\ {—1,1}, on note ¢ la courbe paramétrée ¢ : t — (f(t), g(t)) telle que
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. Rappeler le développement limité en 0 & ’ordre 1 de flu
. Déterminer les développements limités des fonctions f et g a I'ordre 3 en 0.
. En déduire les valeurs de f”(0) et de ¢"'(0).

. Donner les coordonnées d’un vecteur tangent a ¢ en (0,0) = (f(0), g(0)).

N

Exercice 3 (3 points). Démontrer que la courbe paramétrée I' : ¢ — (2t —t72, 2t + t2) posséde un point double
dont on déterminera les coordonnées.



