HA8401H — Calcul différentiel et intégral Polytech Montpellier

Correction CC2 blanc

Questions de cours. Se réferer au polycopié de P. Castillon pour plus de détails.

1. Soit U un ouvert de R%Z et f : U — R. Pour (a,b) € U et v € R? avec (u,v) # 0, on dit que f admet une dérivée
en (a,b) suivant la direction v si I'application ¢ — f((a,b) + tv) est dérivable en ¢ = 0. Dans ce cas on note :
va(a, b) — lim f((a7 b) + t(u7v)) _ f(a7 b) .

t—0 t

D, f s’appelle la dérivée directionnelle de f suivant (u,v).

2. Soit U un ouvert de R? et f : U — R2. Etant donné (a,b) € U, on dit que f est différentiable en (a,b) s'il
existe une application linéaire A : R — R2 telle que

f((a;0) +h) = f(a,b) + A(h) + [|n][e(h),

ou limp_, e(h) = 0.
Si f: U — R? est différentiable en (a,b) € U, lapplication linéaire A : R? — R? donnée par la définition
précédente est définie de maniére unique. Elle est appelée la différentielle de f en (a,b) et est notée df (a,b).

3. Puisque f est différentiable en (a,b), il existe une application linéaire L : R? — R? telle que

o @ BB = fab) - L)

=0.
(k)| —0 | (R, k)|

Cette application linéaire L est la différentielle de f en (a,b), notée df (a,b).

4. La dérivée directionnelle de f en (a,b) dans la direction de (u,v) est définie par la limite

Dy f(a, ) = lim fla+tu,b +ttv) — f(a,b)

si cette limite existe. En utilisant la différentiabilité de f, on peut réécrire f(a + tu,b + tv) en utilisant la
linéarité de df (a,b) comme

fla+tu,b+tv) =~ f(a,b) + df (a,b)(tu,tv) pour t petit.

Donc,
D(u,v)f(a7 b) — lim f(a + tua b + t’U) - f(a7 b) = lim df(av b)(tuv t?)) )

t—0 t t—0 t

Puisque df (a,b) est linéaire,
df(a7 b)(tuv t’U) =t df(a’a b)(u7 U)7

et ainsi,
D(u,v)f(av b) = df((l, b)(u7 U)'

Cela montre que la dérivée directionnelle Dy, . f(a, ) existe pour toute direction (u,v) # (0,0) et qu’elle est
donnée par l'application de la différentielle de f en (a,b) a la direction (u,v).

Exercice 1. 1. Pour g(z,y) = (ze ¥, ye”, e*), la matrice jacobienne J, en (z,y) est :
e Y —xe Y
Jo(@,y) = | ye® e
e’ 0
Pour h(u,v,w) = vw — uw, la matrice jacobienne Jj, en (u,v,w) est :

Jn(w,v,w) = (—w w v—u).



2. En utilisant la régle de la chaine, le produit des matrices donne :

e Y —zgeY
Jr(x,y) = Jn(g(@,y)) - Jo(x,y) = [—e € ye* —ze Y] |ye”  €”
e’ 0

Jr(z,y) = [—em_y +2ye®® — xe® Y xe® TV 4 ezz] .
Pour l'autre méthide, la fonction f résultant de la composition de h et g s’exprime par :
f(x,y) = h(g(x,y)) = h(ze™?, ye", e") = (ye”) - (e”) — (xe™¥) - (7).

Simplifions cette expression :
f(,y) = ye?* — eV,

Pour calculer la jacobienne de f directement, nous calculons les dérivées partielles de f :

0

g—f = a—(ye% — 26" Y) = 2ye®® — ¥TY — ge® Y,
x x
of 0

(ye*™ — ze®™Y) = €2 4 2"V,

dy oy
Ainsi, la matrice jacobienne de f est :
Ji(@,y) = [2ye*™ —e" Y —xze™ Y 2 4 xe Y],
Exercice 2. Soit f : R? — R définie par
T ZL‘Z— 2 .
o = {EH 2 0.0
’ 0 si (z,y) = (0,0).

— La fonction f est définie comme un quotient de fonctions polynomiales en x et y hors de 'origine, et est donc
continue sur R?\ {0,0}. A l'origine, nous vérifions la continuité en utilisant la limite lorsque (z,y) — (0,0) :

wy(a? —y?)
(z.9)—(0,0) 24 y?

En passant en coordonnées polaires, £ = r cosf et y = rsin @, nous avons :

~ (rcos®)(rsinf)(r? cos?20 — r?sin’ 6 . ) .
lim ( I X 5 ) = lim % cos @ sin §(cos® f — sin? §) = 0.
r—0 r r—0
Par conséquent, f est continue partout sur R2.
— Pour déterminer si f est de classe €', nous devons examiner 1’existence et la continuité des dérivées partielles.
Remarquons d’abord que f € €1(R?\ {(0,0)}), comme quotient de deux fonctions €' dont le dénominateur
ne s’annule pas. Pour (z,y) # (0,0), la dérivée partielle par rapport & = est donnée par :

0
() =

1'4?/ _ y5 + 4x2y3
(x2 + y2)2 :

D’autre part, on a f(z,0) — f(0,0) = 0, ce qui prouve que %(0, 0) existe et vaut 0. On a alors :

0 0
()~ 2 0,0) <

z*y| + |y|° + 4|z ?|y]?
(.132 _|_ y2)2

B 6(x2 + y2)3/2
(22 + y2)2
ott on a utilisé que |z| < (22 +y?)Y/2 et |y| < (22 + y?)'/2. Ceci prouve que g—i existe et est continue sur R2.

Par (anti)symétrie des roles joués par x et y dans lexpression de f(z,y), le méme résultat est vrai pour gTJ;'

< 6({E2 + y2)1/27

On a donc prouvé que f est €' sur R?.



— Toute fonction de classe €' étant différentiable, f est différentiable sur R2.

Rappel. Si les dérivées partielles sont continues, la fonction n’est nécessairement pas différentiable. Une dérivée
partielle n’existe pas, la fonction peut étre différentiable. Si les dérivées partielles existent et si I'une d’entre elles
n’est pas continue, il faut recourir a la définition de la différentiabilité.

Exercice 3. Soit D = {(z,y) e R? |0 <z <2et 0 <y < 22}

1. (a) Représentation de D :
Le domaine D est défini par les inégalités 0 < « < 2 et 0 < y < 2. Il correspond & la région sous la
parabole y =22 dexz =04 2 = 2.
(b) Caleul de l'aire de D :
L’aire de D est donnée par l'intégrale

2 z? 2 I3 2 8
Aire(D) = / / dzdy = / 2 dr = {} =-.
0o Jo 0 3]y 3

(¢) Coordonnées du centre de gravité de D :
Les coordonnées du centre de gravité (Z,§) sont calculées comme suit :

1 3247 3
P - dedy = 2 |22 =2
v Aire(D)//Dx Ty 8{4}0 2’

—_;// dody — 5 .32 _6
Y= AweD) /), YT 165 T 5

2. Calcul de la double intégrale I = ij ze¥ dxdy.
Utilisons le théoréme de Fubini, qui nous permet de changer 'ordre d’intégration pour simplifier le calcul :

2 o’ 2 ,
I= / / ze¥ dady = / xz(e® —1) dax.
o Jo 0

En effectuant le changement de variable u = 2, du = 2z dz, nous trouvons :

2 2 1 /4 1,4
ze” de == [ e"du==(e"—1).
0 2 Jo 2

1—1(4—1)—/2 d —1(4—1)—2
—26 Ox .TJ—2€ .

On a finalement



