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Partie I NormesetTopologie

Exercice 1 Normes équivalentes

Définition Onditque deuxnormes N1N2 IR R sontéquivalentes s'il existe
αβ IRItelsque geek αNi a Ne a βN2 a

Icipour 3normes ilsuffitjustedemontrer l'inégalitésuivante

allo 11
112,4 n

1 Onsaitque l'alto 1ff Kit
OnIsello max lait lait tant max Tai V2 5m

Fj ai jo 1 MD telque l'alle Hjol

Epf Vaitx ah Haha

2 Onrappellequel'allé FI a ai à ah
Alors 11 11 Epa Était 2 E.fi aillxjl ÊÊ riait
Eneffet onpeutmettre aucarrédesdeuxcôtésde l'inégalité car se a estcroissante

etÊTÊlaideil lait lassent là larsen tenant lam

Êtlait 2ÈEpilaillajl Entail penser à
Cab2

insi 11 11 ÊÊlaixil Enkil 11H14

Remarque Pourmieux comprendre la somme
an 22 an

se ai 2122
Iffy

aises

ÀAnka 2m22 2m



3 Laplussimple Onécrit

112111 Entail Êzlajol au laid mgm1xil
nlxjol npgqfnylail nllallo

Exercice2 Nonneexotique

aient a.beIR a 0 SiCag R on pose Naib x y max Iba y Cabsexy

Montrons
que Naib IR IR définitune norme sur IR

Ii séparation soitCag ER On a évidemment

Naidag max Iba y1 Cabsexy zo

M'vaincayt
Ly lab Ego

LE b Lié on a.to

iil Homogénéité Soient xg R2etdeIR

Nab la dy max Hbx dyl la b se dyl
max HIIba yl Alka bse y
111 max lbxtyl.la bse y
111 Naib x f

Ciiil Inégalité triangulaire soient u Cag
122 et v x y EIR

Naib x x y y max Iblatail y y CabCa x y y
max Ibx y Iba y I ICatb a y Cab n y
max Ibx y Cab a y max Ibxty'l Cab n j1

Nab x g Nab se y



2 Définition Soit R Nab un espace
vectoriel normé L'ensemble

510,1 5,10 u lag ER Naib x y 1

estlabouleunité fermée pour la norme Nab

L'astuce estdesimplement poser a 1 et 6 0 et comme on a montré

que Nails était une norme Cab RtxIR

aigleR Nero x g max lyl la y estune norme

Remarque par curiosité on peutremarquerque
Nealeg IlA f lla ou A

Traçons lesboule unitédeN10
y

4 1

51101

y 1

y 2 1

y 1 x

Eneffet
5,10 u lag cR Naib x y 1

u Cag 1221 max 191 la y 1

u x y EN 19141 et la y 1

u cnp.amEEIiyEe
u la g R2

451 et 1 y
y 1 x et y.ci se



Exercice 3 convexitéet inégalitétriangulaire

Définition Unepartie ACE estconvexe sietseulementsi

x yet Xx 1 1 y te 0,1 CA

Cag EA XE 0,1 la 1 d y Et
Montrons

que la bouleunité d'unespacevectoriel normé E et un convexe deE

a B110101 La boule ouverte unitéde E 11.11 est

Y BrloE UEE 1 lu 011 Hull 21

Soient x y B lol et de 0,1 Déjà Hall41 etHyll 1 pardéfinition
Ainsi

Il a e 1 y l Ildall 1111 1 y11 inegtriangulaire

Allal 11 1111yd so et 1 120

1 1 1 1 Isel 1 et Hyll 1

donc on a bien la a t y Bilo

Exercice4 Holder etMinkowski

Soientpige 1 x telsque f 1

Soientx y IR
montrons

que ay xp y99
1

Solution 1 On suit l'indication et on pose pour y e IR fixé
f IRE Rapp 1 9991 xp

Onveutenfaitmontrer que festminimale lorsque f la 0

i e basque ay f1 8
Calculons Le a f a sep 1 y On cherche donc ne 1Re telquexp1 y



Remarquons alorsque f 1 1 1 p pq p q pq q p
1 9 p 1 g p

Ilsuffitalors d'écrire sep 1

y x y
9 xp y

donc f admet un pointcritique basque se V9 y
Pour montrer que c'estbien un minimum vérifionsque f estbienpositive

f x p 1 xp
2
or p 1 donc p 1 o et x ER donc xp23,0

Ladérivée seconde estpositive pourtout see IR donc flatest convexe et

y estun minimumde f
Calculons fly
fly 4 1 49 y y Y y on 1 9

y f 99 19 y9 0

Doncpour x y fadmetson mimum de zéro ce quiimplique que
x EIRI fla 70 VxGEIR my f 8

Solution2 Beaucoupplusefficace élégant etmoins BOURRIN

Onutilise le log quiestune fonctionconcave concavité

en en la

f lu xy
taisKELOID
en txt 1 1 g

etenpassant à l'exponentielle quiest croissante on a bien lnk
1 1 butyl

Va.geR f f xy
2 Soient Can an bi b E IR montronsque

Earbre Elan Elba roller

Onsaitpar la Q1 que xy j'xp j'y9 donc

jeF1n ajbj p la g bof



Ensommantsur k on a donc

Earbre Ê x

considérons alors en notant A Efal
P et B Ibj

9 la somme

E EÎÎ Enfin g E Es

T.E.IE iE.EEEi E I 41 7
Ê Ê

On AP tajP et B Elbj9 on a donc

Ê Ê 1 9 f Afp Bfg p 1 j k indices
muets

EnmultipliantparABdes deux
côtés on obtient l'inégalitéde Holder

5EFf5 1 Earbre AB

Earbre Épart EIbn9

Soient a1 an bi b IRM Montrons
que

Ê lantbrl Ê lari Ê bal Minkowski

Ecrivons

Ian bal lantbrllartbklP.EE larllanbrlP IbrllanbrlP

Soitalors qe 1 e telque p q 1 qp 1 p



On en appliquant Holder à chaquemembre

Êlaktbrl Élarllanbal Élbrellanbal
E ai Elan bal 9 E bi Elan bal 9

Etantbal 9 E ai E bi

FIFI Et
tantball E ai E bi

Ainsi
Élan bal Elan bal E ai E bi

Elanibrift E ai E bi
soitse an sen IRM on définit Hellp Êlent Montrons

que
c'estune

norme sur IR
i Séparation déjà évidemment on a Malp 0 car sommedevaleurs absolues

Supposonsque 1sep 0 Alors Êlent 0 Étant 0 mais tousles

termes sontpositifs donc il estévidentque se 0pm
ii Homogénéité soitdeIR alors

Ildall EHarl HIP benl 111fItself Iltallp 11111ellp

iii Inégalitétriangulaire soitx.geR il fautmontrerque la yllpc.lalp llyllp

Cela revient à montrer l'inégalitédeMinkowski

Etentant ᵗ Eri Egri
donc le lecteur pourra se référer à la question 3

Finalement on peutmontrer que limllallp Halla en majorant lequotient

I Ei EI n
p
se



Exercice 5 Intersection Union

Définition soit11.11unenormesur IR Onditque
1 Unepartie UCR estun ouvertpour la norme11Il si

Vae U 130 Bla CU

2 Unepartie Fc R estun fermépour la norme11.11 si
son complémentaireFC IRM F ne 1M u F estun ouvert

Montrons qu'uneintersection finied'ouvertsdeIR estunouvertdeIR
Soient V1V2 Un des ouverts de1M et prenons x Ui Pardéfinition

KEUi Vie41m donc ni o telque Bri a CUi Vie 1 m
Prenons alors R müpngri alors Bala c Ui VIE41m ainsi

Br x c Ui donc Aliestunouvert

Montrons qu'une intersectioninfinied'ouvertsn'estpas
nécessairement un ouvert

Prenons une collection URREIN d'ouverts deIRMet considérons l'intersection infinie

EIU ou Un Onpeut facilement trouver un contre exemple pourmontrerque
l'intersectionn'estpas

nécessairementouverte prenons Un REIN

Ils'agitdeboules ouvertes centrées en 0 en n dimension ce sont doncpardéfinition
des ouvertsdeIR Onremarquealors que

ENR En 0

car l'origine estle seulpoint commun à ces boules etle singleton 0 n'estpas
un ouvertcar il n'existeaucunebouleouvertecentrée àl'origineentièrementcontenue
dans 0 autreque laboulevide

Montrons qu'uneunioninfinied'ouvert estun ouvert etdoncuneunionfinieaussi

Soit UnKEN une collection d'ouvertsdeIRMet soit se ENUR Pardéfinition
ilexiste k EIN telque seeUno traduction seappartientaumoinsc'ensaventUno



Il existe donc Ro 70 telque Brose c Uko c Luuk doncLenkestouvert

Montrons qu'une intersectioninfinie oufiniedefermésestun fermédeIR

Soit FrREIN une collectiondefermésde1M Ecrivons le complémentaire del'intersection

Efr Efi ou Fi REINestlacollectiondes complémentairesde FrREIN
quisontdesouverts car complémentaires defermés On amontréqu'uneunioninfinie
d'ouverts estun ouvert donc Anfr estouvert et son complémentaire Fr
estdans un fermépardéfinition

Montronsqu'uneunionfinie de fermés est un fermé
Proposition caractérisationséquentielle soit F CIR partienon vide Ily a équivalence

Festun fermé unreinsuitedeFconvergente LingUneF

Soient FrFr Fn des fermésdeIR Onpose l'union finie F Fr
Soitalors a REIN F suitedeFconvergentevers se
Pardéfinition chaque pointde 4 REIN appartient a au moinsundesfermés Fr3heun
Comme l'unionestfinie il existe au moins un ferméF4 telqu'unesoussuite
ROCKKEIN convergente vers a appartienne entièrement à Fr0 CommeFr0estferme

la limite a finsXp Fr0 Ainsi seeFr0C F donc Frestun fermé

Montronsqu'uneunion infinie de fermésn'estpas toujoursfermée
Considérons la collectiondefermésdeIR Fr REIN telsque
Fr 1 REIN produit d'ensemblefermés intervallesfermés doncfermé

Considérons alors F Leur LE 1 Onremarque alors facilement

que F 0,1 car pourtoutsee 0,13 MEIN telque x In ce quiimplique

que x appartient à aumoins un des Fr3KEN Cependant 0 Fr REIN



car même si lasuite f peu converge vers0 REIN KEO Ainsi 0estune
limite depointsdeFquin'appartientpas à F Donc F 0,13n'estpasfermé
etdonc une union infinie de fermésn'estpas toujoursfermée

Exercice6 Ouvert ou fermé

Soit 7 Leypenay
Ilfautque ay log donc x yco
ou si y 0 et égalementque se y

Ainsi Dg LaigleR x y et x y o ou x y et x y co

1f y se

Le domaine estun ouvert car Uniondes
2 0 ouverts et sans lesfrontièresincluses

lignes rouges

9 0

2 Soitgify Izygpa
Ilfautque se y etque Iffy racine

donc a y o et x y70 ou
x y co etsexy o

Ainsidg aide à EYE ou 2,1ff
lag EN a y ou sec y

1f y a

Cedomaine estégalementun ouvertcommeunion
del'ouvert et quine contiennentpas la

a frontière y a



3 Soit h IR IR
seigle en G en n g 16 ln 4 x y

Ilfauticique sexy 16 0 et 4 à y 0 Ainsi

On lagEN a y 42 et n y 22

1Y

azyz
8242 Idemque précédemment lesinégalitéssontstristes

etne contiennentpas les frontières lesdeuxdisques

2
donc Onest un ouvert commeuniond'ouverts et

v4

Oui jesais messchémassontéclatés

Exercice 7 Adhérence

Définition Soit Ac IRM et a c IRMOnditqueceestun pointadhérent à
A si toutouvert UCIRMquicontientA satisfait UnAL'ensemble despoints adhérents a A s'appelle l'adhérencedeA notéeÀ

A Cag M à 242 1 cetensemble estl'intérieurd'uneellipse
centrée en l'origine son adhérence estl'ellipseetsonbord i e

1f

À Cag M à 292 1 À
1 1 se

NE

2 B t.cnE E1R t 0 l'image fournie représente lafonction t as E
pour t 0 Losque t 0 lafonctionoscilledeplusenplus demanderpourquoi

Bestdonc la courbe s'enroulantinfinimentautourdel'origine basque t 0

Sonadhérence B estl'ensemble Bauquel on ajoute lespointsquisontlimites
dessuitesdeB Eneffet comme ces 1 oscilleentre 1 et 1 infiniment l'adhérence
incluedonclesegmententrelesdroites y 1 ety 1 a t 0 car chaquepointestune
limitepourcss11E quand t

Flemmedefaire le dessin



Partie I Limiteset continuité

Exercice8 Sous suite convergente

Soit Unmen R et ab CER telsque

un Ét Êb E.ec ne IN

Ici chaque composante de Un est une série géométrique dutype 9ᵗʰ Ondoit
poserdes

conditions sur ab c pour assurer la convergencede chacune d'entreelles

il Et converge si la 21 iil Êb converge si lb b 1 lb C1

iii E c converge si 1031 ce ICIC 1

Silestroisséries convergent alors unnew convergedansR Une sous suite convergente

deUnmen estdonc UE neIN demêmeexpressionque unnoir avec a b ce 1 1

Soit Un nan R et ab ER telsque

on an mb as E ne IN
nc

Comme ci dessus on étudie composantepar composante

i a converge vers 0 si la 21 ii m'converge si b so si b o n 1

Iii Onsaitque les E 1 ne IN mais ne convergepas I périodicité

LE ne convergedoncquesi Cso

Une sous suite convergente de Emeinest donc la suite Intnew demême
expression avec at 1 1 beIR_ CE1RE

Exercice 9 Limite en l'origine

soit fi Cag eÀ 2 1 Cette fonctionestdéfiniepartoutsaufen a y
donc en 0 0 Ainsi 2f 1124210,0

Pour la limite approchons l'originede deuxmanières différentes

1 Fixons se O glingflog gling 3

Iii Fixons 9 0 ftp.flx0 1



Ainsiglingflog L1 f4,0 donc la limite en 0,0 n'existepas

2 soitfilais2 IRA 1 1 4,2Cette fonctionestdéfinie partout
sauf en 00,0 Donc 0f 1123 0,0 0

Pour la limite
il Posons x y Z 0 alors

ca.seM1ooaf1aa12 caseftf10,001335 caafin10,0 B B

ii Posons x y 0 7 0 alors

ix aftp.oflan0 sep11700,012124f V2

Lalimite en 0n'existe pas nonplus

3 Soitf x g R H
y

Pour lesmêmesraisonsque
d'habitude on a

0f 1RE 210,0
assons encoordonnéespolaire lag naso sino et 1 Eye On a alors

f r 0
12cm0 isimat r ano sino

14312 13
r ask_simO

Donc m.gl1 flag 0

soitf ag E R 924ff Idem on a 2f 1R 10,01

Pour la limite passons encore en coordonnées polaire x y reno rsino

insicomme m x y on a flay
CssRosarino 1

12
Onsaitque le développement limité en 0 ducosinus est

VE IR css x 1 x2

Ainsi cssressosino 1 129 lass'Osin20 0

saffy flag lipo m asOsink 0



Exercice 10 Etuded'une fonction

soit f 11212101
y Bey al 2kg 4g

1 Etudions la limite à l'origine de la restrictionde f à la droitey ax AER

On a donc Cay IR 210,01

ax
f4 a 2472 a naze x2 x 2am ha x2_Fax ha

et ainsi fins fCa ax L1 2221 42 0

Faisons pareil pour la parabole y 22

flash 42424 34e
as

Onconclue facilement car nous avons trouvédeuxcheminsvers l'origine le long
dela droite et le longde la parabole quine donnentpas lamêmelimite

Exercice11 Prolongementpar
continuité

Soit f Lfp Raggy
Pourprolonger f par continuité il fautmontrer
que sa limite existe en 0,0

Utilisons les coordonnées polaires xy Crois0 asino

f r o
12000sino 12dm 0 r assosino sino ça 0

Dmc f estprolongeable par continuité en10,0 avec f10,0 0

2 Soitfiffj.IR yt'enli xy
Utilisons encore les coordonnées polaires kif Crois0 asino

f r o ln 1 1210sino Rasosin 011 assosino 0112

On limof11,0 0 donc lalimite dépend de la direction d'approche donc

n'estpasunique pasde prolongementpar continuité



soit f ftp.I iyT casse F97
Il suffit d'utiliser les DL de cosse et Eye en 0

flag 9215E
1 0124 1 4 0194

2292
442 014 94
2492

raisin

Donc festprolongeable parcontinuité en 0 avec f10,0

soitfilffy Tsing
y i filait filait

i Commençonsparf1 telle que f1la y a sinx x y 1

Enutilisantlescoordonnéespolaires

fils a sin
12

12 1 si r 1 1

car ff1 1 Ainsi frestprolongeable en10,0 avec ff0,0 1

iilsoitmaintenant f2 tellequef2Cag à g la91 Enpolaire celadonne

faim07 trosso moi log simoi 1 asso sino
Donc f2 prolongeable en10,0 avec f210,0 0

inalement festbien prolongeableparcontinuité en 0,0 0,0 par

f 0,0 0,0 1 0



Exercice 12 Adhérence etprolongement

soitfify Re
y simca sinapi

i Sondomainededéfinition est D xg ER se y IR la a a IR

iil Sonadhérence D est toutsimplement le domaine et sa frontière doncD 1RE

Ciiil Etudions le prolongement par
continuité sur DID i e sur tous lescouples

Ca a a IR Ilfauticiêtremalincomme un singe etremarquerque f ressemble
à un tauxd'accroissement Eneffet

slimy
sin21f41 sin x as a à as a

Dans festprolongeable par continuité pourtoutaiga DID parflaaga as a


