
 HA840TH Mathématiques PEIP 54 TD4 Calcul différentiel

Partie I Dérivéespartielles différentielles

Exercice 1

Rappel si f IRM IR 8f f beef Inf
si f R IRP p 2 8f Jacf Tf1 0fr Ifp

NB Toutes ces fonctionssontdifférentiables car leurs dérivéespartielles sonttoutes 8
1 Ifla y 7 y 27esim as2x se en12

3y lnx 0 27
2 Juif YÉy sesyeux

3 Jacf si Josse sinseasy o

4 Jacf LE

Exercice 2

Soit f IR IR

main I
Continuité en 10,0

flag cape f11,0
13050 si r wo sin30 0 f10,0

m
Ainsi festbien continue en 0,0

Dérivéespartielles en10,0

saf10,0 limo7ᵗʰ
710101

h 1
h

2yf10,0 ftpf194
f10107

fin f 1
h



Dérivées directionnelles On calcule pour u lui le2 1122

D f10,0 L t'huh f L p

IE
Celamontre que ladérivée directionnelle en 0 existedanstouteslesdirections

Différentiabilité festbiencontinue en 10,0 et y admet des dérivéespartielles4

ilestévidentqu'elleestl'voiremêmeC donc elleest différentiable

2 Soitf M IR

insta Être In
10,01

Continuité en 10,0

fluo 1
10
0 russosino 0 donc fECO

Dérivéespartielles

Inf 0,0 fins71h10 froidh

2gf10,0 hipflash floid 0
h

Dérivées directionnelles soit u lui Ur EIR Alors

Dufloo limo t'hu.hu
f10101

bing.tn
n a 1frh

Différentiabilité idem que 1



7 Soitf R IR

a y
2 92 si ag 10,0

sinon

Continuité en 0,0

ln flag xy ln x y ln f4,0 n'assosinolntr

on n'ossosinolu i 0 par croissance comparées donc

explfim.lu f ri01 explo 1

Dérivéespartielles

2f 0,0 limo7ᵗʰ'd f1010 fins 44 1 0
h

2y f10,0 plyflak floid 0
h

Dérivées directionnelles soit le unur IR

Duf10,0 ftp.t f hunhuz flo o fyf h2uih2ui 1

ftp.f h2uih2u 1 0

Différentiabilité idem

Exercice 3

aient

fini Essay gsees et 911FI avw
gof g flaiy xycsscay exply et gof 1122 IR

Delgof x y yessxy exply y simlag exply

Jygof x y as lag exply x ysinlayexpy 2xyessay exp y



3 Jac
y f

Isimat xsinsey

exfly 2xytexply

Jascuming vu un no Jacqg 9 yet essaye yessay

Onutilise laformule Jac
g gof Jacqgg Jacyg f Ainsi

Jan 1907 se essaye gasny EyEffy

ycsslay exply y simlag exply

css ay expy x ysinlayexpy 2xyessay exp y

Delgof dygof

Exercice 4

itfifty x g 1 292

Voir code

2 2 flag 424 1 941

Dyf x y 2492 2g x g 1

n y 1 2

Onsaitque laf10,0 Jyf10,0 1 On l'équation duplan tangent à la

surface 2 flag en 10,0 s'écrit

Z f10,0 Def10,0 x 0 Jyf10,0 y 0

Z x y 1



Exercice 5

Théorème Soitf O IR declasse 61 sur VauvertdeM et nog EU Si

flaogo 0 et dyflxo.jo 0 alors I intervalle ouvertcontenantXo

etune unique fonction Q I IRde classe61 tg
1 4101 Yo 2 fla cela 0 Vx EI 3 l a 31ff see I

4 Ladroitetangente à y Pla en x 20 estd'équation yM a r 2 90

Onconsidère l'équation E et ye 0 Pourmontrer qu'elle définitune

uniquefonction y p x au voisinagede10,0 onmontrealors en posant

Flay see yet les 3conditionssuivantes
i F continument différentiable au voisinage de10,0 elle est sommede produits

de fonctions continûment différentiable donc ellel'estaussi

ii F10,0 0

iii DyF10,0 xet E 10,0 1 0

On a lestrois conditions pour invoquer le théorème desfonctionsimplicites elledéfinit

donc une unique fonction Q telle que y p x au voisinage de 0,07

Le Dl de Taylor à l'ordre 2de if centré en se 0 est

plat Q o q O x 0 9 O a 01 k op

Q o 0 car ceo et le y tg Flo y 0

Q x 2eF x y 2yflx.gl 9ᵉ et
net ex

etdans l 10 y et

44x 74ᵉˢ e 9ᵉ et
et donc

xet E 2

q o 910 Y le
y_yet e4



Finalement le DLest

Q x y e4 se y yet e4 à x2

Exercice 6

Onveut déterminer l'ensemble desfonctions f vérifiant

k 4175.114
Intégrons la première équation sur x

fanflag de Seyda ye c y flag
Ilsuffitalors dedériver le f trouvépar rapport à y

Jyfla.gl e c y etc y e 2g C y 2g
Clg J k KEIR

insila solutiongénérale de cesystèmeest

flag ye 94k KEIR

Exercice 7

Onveut déterminer les fonctions 81 deM IR vérifiantl'invariancepartranslation

11 Considérons la fonction g t flatty tl quiest constante car g 1 flag HER
Ainsi j'CH 0 TEIR Onparla règlede lachaîne

g H flattyet 2f lait y t dyflattget
donc g o Jaffag Jyflag 0

2 Onpose a a y et v x y et Flu v flag Exprimons xety enfonction
de u et v etmontronsque2nF niv 0 Onremarque que x ety MI



Calculons les déminée partielle 2nF

II fa En FyEn fait Dyf

Comme 2f Jyf 0 2nF UN O

Comme JuF 0 cela implique que F ne dépend pasde u donc F1un Flv

Ensachant que v x y f peut donc être vu comme une fonctionde x y
uniquement elle estdonc invariante par

translation le longduvecteur 1 1

Lesfonctions recherchées peuventdonc s'exprimer comme flx.gl h x y are heC

deIR IR

Exercice8

SoitUCR ouvert Ondéfinit la divergence

div x U IR

a ESaidi a
SoitVEIR et f V R declasse 81 Onnote X U 12 telleque a flaV
On a donc la f aV1 flava flatVont Ainsi CEuM

Saiflavi ViIxifse et donc on a finalement

div x a Épaitila Eliaxiflal V 8f x
soit O 112 un champ devecteurde l sur U etg U IR declasse 81

Oncalcule gX y 1 glu alors VieEnm

Ixilgxi XiDeif g2xXi
Les divergence de gl estalors

diregt x Ê Xiang glaili
Tyla la g x direX x



Partie Il Ordres supérieurs

Exercice 9

soitfifyffalatyi
Ouf 2 2 9 m Déf ha 21 9

2yf x 2ff 0

fy âyf Dysef 2x
Ainsi

fing f10,0 Jef10,0 x Dyfladf
2 710,0 2 2yf10,0y 22kff0,01 7 0

1 soitfiffEIzent
Jef 92 Et 2kf 922e Jigf Zeth xyzEt

Igf azett 2ff 227Ff 242f ye

22f Et 2ff 0 242f neat

flag7 flood Deflandre Dyfloody 2 f1010,072

1 271010,0 à 2gf610,0742ff100,072
2

Jâyf1010,0ay Jezf1010,0sez 242f100,0yZ Z



Exercice10

Soitf R IR

cuisine
10,0

1 Ilestclair que f C IR 210,0 Deplus Cag 0 0 on a

2f xy y
4kg2 y
a2142

Deplus fluid f1001 0 donc Zaf0 0 existe et lafloD 0 Enécrivant

la 4kg4y se hxy y 22292
ay 0,0

onconstate que 2f estcontinue en 0 0 Un raisonnementanaloguesymétrique

nousprouve la même chose pour dyf donc fEC R2
Sesdérivées partielles sont

2fCag y7 4
4 et syfiag sex 4dg Y

124g 2

2 Onremarque que

Infflag Jysiflaing

4 4 i

Exercice 11

D'après le graphe il semble qu'onait un pointselle en C1,01 et un
maximum local en 1 0

Nousallons le vérifier via le calcul



2 Lespoints critiquessont lesendroits si les dérivées de 1ᵉorrdrede fs'annulent
arme

p
Lespoints critiques sontdonc 1,0 et 1,0 Concernantlanature despointscritig
on calcule sa matrice Hessienne

une p
Evaluons là sur lespoints critiques

Hessa f detHess1,01f 24 0 doncminou maxlocal

Ici 2f Ox et pour se 1 2f co
donc maximum local

Herro f detHessa f 24 0 doncpointselle

Exercice 12

Ifla g a J 3sep
i 2f a g 3 2 39 Dyflag 3g 3e

Onrésoud le système

3 239 0

loin
On a donc C1 e et 0,0 commepts critiques

ii Hessing f donc Hessa1f et Hero f



On detHess f 9 0 donc 0 0 est un pointselle et

detHessf1 1f 2770 etDéf 1 11 40 donc c'estun maximum local

2 flag se bise y xe 1RE IR

i Jaffag bise y 2buse

Dyflag 2xy
Sion veutrésoudre le systéme

2kf 0

bise 2ha y
2 0

il faut remarquer que 2 9 0 9 0 on se 0 Ondoitdoncrésoudre

bise 2lux 0 il suffitdeposer lux pour obtenir

42 0 2 0 D ou 2

lux O ou lux 2

a 1 ou se ê
Lespointscritiques sontdonc 1,0 et e2,0

ii Hessing f 24Ff E
2h 21 2

Hercuolf 2 Hence o f
4ᵉ

Onconstate que detHessa f 4 0 et làf11,0 2 0 donc

1,01 est un minimum local Pour é 0 detHesspézof 4 donc

Ce2,01est un pointselle



Exercice 13

SoitUCIR unouvertOndéfinit le Laplaciend'unefonction f U IR declasse C

comme suit 1f Yay Fafag 2ffCrif
Onditque lafonction festharmonique surU si1f 0
1 Montions

que 1f divTf
div f div Jf 2f 2ff 1f

Onen déduit

Δ fg f19 28f0g 91f fdiv g gdiv8f 28f8g

2 Supposons fO IR harmonique de classe C Si 1f 0 alors évidemment

ΔDaf Slayf 0 Montrons que 1g 0 avec g xg EU abef yayf
On calcule

Δ assef Dû x2 f 2f x2 f
Δ yayf Ià yayf 2f yayf

D
Δy Δ x2 f Δ g yf

2x Inf x2 f xDyyf y2janf dy Igf y2ff
2hf 23f x2âf xdiyyf y2fserf 2ff 2ff y2ff

On 2mf 2ff 1f 0 et également les dérivéespartiellesd'onde3 quisont les

dérivéespartielles de 1f sontnulles Donc Δg 0

3 Supposons maintenant f R 210,01 IRestradiale y IR C tg fCag Glay



a Supposons f harmonique montronsque Q estsolutiond'uneEDO

D'après lethéorème dedérivation d'une fonctioncomposée

2f 2 9 x y et 2f 29 à g haQ x4y
Igf 2fQ x y et 2ff 29 x g 4gQ x4y

Posons t x4y et en utilisant que 1f 0 on a

29 à g haQ x4y 29 x g 4gQ x4y 0

49 H 4ta t 0 Q t t Q t 0

Donc q estsolution sur 0 del'EDO ay y 0

Ilsuffitderésoudre l'EDO précédente dont les solutionssontsous la forme

CER Onintégre Q a Ida clulal d avec cdCIR

Donc f a g C lu la g d avec c d e IR sur 122,210,0

Et sur 122 on rajoute la fonction nulle f la.gl


