Université de Montpellier HAS101X - Outils Mathématiques 1 2024-25

Chapitre 2 : Fonctions réelles d’une variable réelle

1 Généralités

Définition 1.1 Soit D un sous-ensemble de R (souvent, D est un intervalle ou une
réunion d’intervalles).
On appelle fonction de D dans R toute loi qui, a tout élément x € D (v est appelé
variable de la fonction f), associe un nombre réel noté f(x) (on dit que f(x) est I'image
de = par f). On note
(D — R

/ ( v — fl)
D est appelé ensemble de définition (ou domaine de définition) de f : c’est
lensemble des valeurs de x pour lesquelles f(z) est bien défini.
On appelle timage de f [’ensemble des nombres réels y qui peuvent s’écrire sous la forme
y = f(x) pour une certaine valeur de x € D. L’image de f est notée Im(f) ou f(D) :

Im(f) = f(D)={f(z) [re D} ={y eR | T e D,y= f(z)}.

Sixze D ety= f(x), on dit que x est un antécédent de y par f.

On appelle graphe de f [’ensemble des points du plan dont les coordonnées s’écrivent
(z, f(x)) pour une certaine valeur de x € D.

Si f est une fonction de D dans R et que D' est un sous-ensemble de D, on appelle
restriction de f a D’ la fonction de D' dans R notée fip et définie par:

(D — R
(72

Remarque 1.2

e Six € D, ne pas confondre l'image de x par f, qui est le nombre réel f(x), et l'image
de f, qui est I’ensemble des tmages par f de tous les éléments de D.

e Un nombre x € D donné a une unique image par f (a savoir f(x)). Par contre, un
nombre réel y donné peut avoir plusieurs antécédents par f (c’est a dire qu’il peut y
avoir des valeurs de y pour lesquelles I’équation y = f(z), d’inconnue x, a plusieurs
solutions dans D).

Définition 1.3 Soit D C R et soit f: D — R une fonction de domaine D.
On dit que f est bijective de D sur f(D) (ou est une bijection de D sur f(D)) si
tout élément de f(D) admet un unique antécédent par f.
Si [ est bijective de D sur f(D), on définit la bijection réciproque de f, et on note
f=L, la fonction qui a tout élément y de l'image de f associe l'unique antécédent de y par
f.

fD) — R

7 _,  lunique solution x € D
de l’équation y = f(x)
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Remarque 1.4 Si f est bijective de D sur f(D), alors

(i) Le domaine de définition de f=* est f(D), son image est D, et f~' est bijective de

f(D) sur D.

(ii) Dans un repére orthonormé, le graphe de f~! est le symétrique de celui de f par

rapport a la droite d’équation y = x. En effet, soit (x,y) un point du plan. Dire
que (z,y) appartient au graphe de [ signifie que x € D et que x et y sont liés par la
relation y = f(x), ce qui équivaut a dire que y € f(D) et x = f~(y), c’est a dire
que (y,x) appartient au graphe de f=1.

Exemples et contre-exemples.

(i) Soit b € R. On considere la fonction définie sur R par

(i)

I R — R
"\ — b

Si b # 0, pour tout y € R, I'équation y = f2(z) a une unique solution dans R, donnée
par = y/b. Donc I'image de f? est R (car tout y € R a un antécédent par f7) et
1% est bijective de R sur R (car pour tout y, cet antécédent est unique), la bijection

réciproque étant
R — R
b1 .
a5

Sib=0, f)(x) = 0 pour tout z € R, donc I'image de f} est le singleton {0}. f n’est
pas bijective de R sur {0}, puisque 0 a une infinité d’antécédents par f.

On considere la fonction définie sur R par

Iy R — R
2\ — 2%

Siy > 0, I'équation y = 2% a deux solutions distinctes dans R (VY et —/y). Comme
I'équation a (au moins) une solution, on en déduit que ce y est dans I'image de fo,
mais comme on a trouvé des valeur de y (une seule suffirait) pour lesquelles I’équation
a plus que une solution, on peut aussi en déduire que f, n’est pas bijective de R sur
son image.

Si y = 0, I'équation y = 2? (0 = 2?) a une seule solution, qui est z = 0. Donc 0 est
dans I'image de fs.

Siy < 0, 'équation y = =
I'image de f5.

Au total, I'image de f5 est donc

2 n’a pas de solution dans R, donc y n’appartient pas a

fo(R) =]0, +00[U{0} = [0, +00[= R,.
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(iii)

On a déja dit que f5 n’est pas bijective de R sur son image R,. Par contre, si on
considere la restriction de f; a Ry, définie par

o Ry — R
P\ e pa) =,

on remarque que pour tout y € R, , I'équation y = 2? a une unique solution dans
R, (a savoir ,/y), donc f2r, est bijective de Ry sur Ry, et sa bijection réciproque
est
_ R, — R
hy = (.f2|]R+) b < N i
Yy — \/@7

qui est la fonction racine carrée.

On considere la fonction définie sur R* par

x — 1

)

(R* — R
g1

Siy # 0, 'équation y = % a une unique solution donnée par z = 1. Donc y € g;(R*).

y
Siy=0,0= % n’a pas de solution dans R*, donc 0 & g1 (R*).

On en déduit que I'image de g; est R*, que g; est bijective de R* sur R* et que sa
bijection réciproque est g; elle méme.

Définition 1.5 Soit f : Dy — R une fonction, et soit I C Dy un intervalle. On dit que

f est

e croissante sur I si (v,2' € I et x < 2’) implique f(x) < f(2')

e décroissante sur I si (x,2' € I et x < ') implique f(z) > f(a')

e strictement croissante sur I si (v,2' € I et x < ') implique f(z) < f(2')

e strictement décroissante sur I si (x,2' € I et x < ') implique f(x) > f(2')

Définition 1.6 Soit f : Dy — R une fonction définie sur un domaine Dy tel que si
x € Dy alors —x € Dy. On dit que

o [ est paire si pour tout x € Dy, f(—x) = f(x). Le graphe de f est alors symétrique

par rapport a l’axe des ordonnées.

o [ est impaire si pour tout © € Dy, f(—x) = —f(x). Le graphe de f est alors

symétrique par rapport a l’origine.
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Exemples

e pour tout b € R, f¥ est impaire. f} est strictement croissante sur R si b > 0,
strictement décroissante si b < 0.

e f5 est paire, strictement décroissante sur R_ et strictement croissante sur R, .

e g, est impaire, strictement décroissante sur | — 0o, 0] et sur ]0, +o00[ (mais pas sur la
réunion R* de ces deux ensembles)

Définition 1.7 Soit f : Dy — R une fonction et T' > 0. On suppose que le domaine Dy
de f wvérifie la propriété : pour tout v € Dy, v +T € Dy et x — T € Dy.
On dit que f est T-périodique si pour tout x € Dy, f(x+T)= f(x).

Définition 1.8 Soit f : Dy — R et g : D, — R deux fonctions définies sur des
domaines respectifs Dy C R et D, C R. Si Dy N D, # 0, on définit leur somme et leur
produsit :

f+g.<Dmeg — R fg'<Dmeg — R
’ v — fla)+g() ’ ' z — fla)g(x)
Exercice. Donner les domaines de h(z) =z + -5 et k(z) = V;f:;l.

Définition 1.9 Soit f: Dy — R et g : Dy — R deux fonctions définies respectivement
sur des domaines Dy et D,. On suppose que f(Dy) C D,. Alors on définit la fonction
composée de g et f, notée go f :

5 ) Df — R
g f‘( P g(f(x)).

Exemple. Considérons la fonction carrée fo et la fonction racine carrée hy, déja intro-
duites plus haut. On a vu que f, est définie sur R, et que fo(R) = R, , qui est inclus dans
(et méme coincide avec) le domaine de définition de hy. Donc hy o fo est définie sur R et
pour tout x € R,
r st x>0
h =Va? = .
20 () v {—x si x < 0.
hy o fy est donc la fonction valeur absolue : Vo € R, hy o fo(z) = |z|. Considérons
maintenant la composition des deux mémes fonctions, mais dans 'ordre inverse. hy est
définie sur R, fy est définie sur R, donc f; o hy est définie sur R, et pour tout € Ry,

fao hy(z) = (V)* = .

f2 0 hsy est donc la restriction a Ry de la fonction identité (c’est a dire la fonction qui a x
associe ).

16



Université de Montpellier HAS101X - Outils Mathématiques 1 2024-25

2 Fonctions usuelles

Dans la suite, n désigne un entier strictement positif. Dans les paragraphes qui suivent, on
donne certaines propriétés des fonctions usuelles (valeur absolue, puissances, inverses des
fonctions puissances, racines n—ieme, logarithme, exponentielle, cosinus, sinus, tangente,
arccosinus, arcsinus, arctangente). Les tableaux donnés en annexe (fonctions_usuelles.pdf)
récapitulent certaines des propriétés de ces fonctions. On trouvera dans la premiere colonne
leurs définitions, domaines de définition et leurs images. Dans la troisieme colonne, leurs
tableaux de variation. Dans la quatrieme, ’allure de leurs graphes. La deuxieme colonne
donne leurs dérivées et leurs primitives, qui seront étudiés dans des chapitres ultérieurs du
cours.

2.1 Fonction valeur absolue

On notera que la fonction valeur absolue est paire.

2.2 Fonctions puissances

La fonction f,, définie par f,(x) = 2" pour tout z € R est impaire si n est impair, paire si
n est pair. En effet, si z € R,

—fn(x) sin est impair

ful2) = (~2)" = (~1)"a" = (1) fu(2) = { ) sin est pair

Si n est impair, f,, est bijective de R sur R. f,, n’est pas bijective de R sur R si n est pair.
On peut le justifier par exemple en remarquant que si n est pair,

fu(=1) = (=1)" =1 =1" = fu(1),

et donc 1 a deux antécédents distincts (-1 et 1) par f,. On peut aussi remarquer que,
quelle que soit la parité de n, la restriction de f, a Ry ( fn|R+) est bijective de R, sur R,.

2.3 Fonctions inverses des fonctions puissances

On peut vérifier (exercice) que la fonction g, définie sur R* par : pour tout x € R*,

1
gn(x) = o

(on note aussi g,(z) = x~™) est paire si n est pair, impaire si n est impair.

2.4 Fonctions racines n-iemes

A la fin du paragraphe sur les fonctions puissances, on a vu que f,, est bijective de
R, sur R,. Notons h, sa bijection réciproque. h, est appelée fonction racine n-ieme.
Siy € Ry, x = hy(y) est donc 'unique nombre positif tel que f,(z) = 2" = y. Plus
communément, on note h,(y) = y*/" = /y.
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2.5 Fonction logarithme

Si a > 1, on note In(a) laire (dans un repere orthonormé) de la surface délimitée par les
courbes d’équations x = 1, z =a, y =0,y = 1/x.

Sia < 1, on note In(a) 'opposé de l'aire (dans un repeére orthonormé) de la surface délimitée
par les courbes d’équations t =1,z =a,y =0, y = 1/x.

g —Ina

y:O 1

Ainsi, on a défini la fonction logarithme népérien notée In. In(a) est défini pour tout
nombre a € R =0, 400}, le domaine de définition de In est donc R¥.

Propriétés 2.1
(i) In(1) =0
(i1) sia,b>0, In(ab) =In(a)+ In(b)
(i1i) sia >0, In(l/a)=—In(a)
(iv) sia>0etneZ, In(a")=nlna)
Démonstration. (i) est évident.

On va donner l'idée de la démonstration de (ii) dans le cas 1 < a < b. Les autres cas
pourraient étre traités avec des raisonnements analogues. Pour cela, on va calculer de
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deux manieres différentes 'aire A de la surface S délimitée par les courbes d’équations
r=bxr=aby=0y=1/x.

1__
3/\\]
<z
— SO 3 o S S
Il I Il I
8 8 8 5
1 y=20 a b ab

D’une part, en utilisant la définition du logarithme vue plus haut, il est facile de voir
que A = In(ab) — In(b). Considérons maintenant 1’application 7} qui, a tout point (x,y)
du plan, associe le point (bz,y/b). Nous allons voir que I'application T}, a les propriétés
intéressantes suivantes:

a) Ty envoie la courbe C d’équation y = 1/z sur elle-méme

b) T, envoie la surface Sy délimitée par les courbes d’équations x = 1, x = a, y = 0,
y = 1/z sur la surface S

c¢) T, transforme la surface Sy en une surface de méme aire

Comme laire de Sy est In(a) par définition du logarithme, il découlera des deux dernieres
assertions que A = In(a), et donc que In(a) = In(ab) — In(b), qui est I'égalité voulue. Pour
montrer a), on remarque que (x,y) € C si et seulement si y = 1/x, ce qui équivaut a
y/b=1/(bx), c’est a dire au fait que (bz,y/b) = Ty(z,y) est un point de C. L’assertion b)
découle de a) et du fait que T, envoie la droite d’équation = = 1 sur la droite d’équation
x = b, la droite d’équation x = a sur la droite d’équation x = ab et I'axe des abscisses sur
lui-méme. Pour ¢), on remarque qu’un rectangle dont les cotés sont parralleles aux axes,
de base [ et de hauteur h est transformé par Tj en un autre rectangle dont les cotés ont
pour longueurs b et h/b, et donc de méme aire Ib * h/b = lh. Si on admet que Sy peut
étre recouverte par une infinité de rectangles disjoints de cotés paralleles aux axes, on se
convainc que la propriété c) est vraie.

(iii) vient de (ii) appliqué & b = 1/a, en utilisant aussi (i).

Pour n = 0, I'égalité de 'assertion (iv) n’est rien d’autre que (i). Pour n € N* elle se
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montre par récurrence a partir de (ii), en prenant b = a* pour passer du rang k au rang
k + 1. Pour n < 0, I'égalité se déduit du cas n > 0 et de (iii).

Remarque 2.2
(i) Par construction, la fonction logarithme est strictement croissante sur 0, 4+00].

(ii) Quand x décrit lintervalle |0, +o0o[, "Inx n'a pas de saut”. Autrement dit, une petite
variation de x n’induit qu’une petite variation de In(x). Comme on le verra au
chapitre suivant, on dit que la fonction In est continue sur |0, +ool.

(14i) In(x) peut prendre des valeurs arbitrairement grandes, si on prend x suffisament
grand. En effet, prenons par exemple x = 2" ot n est un entier. D’aprés (iv),
In(z) = In(2") = nln(2), qui tend vers +o0o quand n tend vers +oo (carIn(2) > 0).

On verra au chapitre suivant que les faits énoncés dans la remarque précédente ainsi
que le théoreme de la bijection réciproque impliquent la propriété suivante:

Propriétés 2.3 La fonction In est bijective de |0, +oo[ sur R.

L’allure du graphe de la fonction In figure dans le tableau donné en annexe.

2.6 Fonction exponentielle

La propriété 2.3 autorise la définition suivante.

Définition 2.4 On appelle e l'unique nombre réel qui vérifie In(e) = 1. Une valeur ap-
pochée de e est e >~ 2.718.

On appelle fonction exponentielle la bijection réciproque de In. On la note exp. exp
est donc définie sur R, et c’est une bijection de R sur ]0, +o0].

20



Université de Montpellier HAS101X - Outils Mathématiques 1

2024-25

Propriétés 2.5
(i) exp(1) = e
(ii) siz,y €R, exp(z+y) = exp(z)exp(y)

1
oxp()

(111) siz e R, exp(—zx)=

(iv) six €ER etn €Z, exp(x)" = exp(nz)

Exercice. Démontrer la propriété 2.5 en utilisant la Propriété 2.1.

Définition 2.6 Soit a €]0,400] tel que a # 1. Pour x € R, on définit

a® = exp(zIn(a)).

Remarque 2.7 Pour a = e, on a donc exp(x) = €”.

notation pour la fonction exponentielle.
La propriété 2.5 se généralise alors en

Propriétés 2.8 Soit a > 0 tel que a # 1. Alors

(i) a' =a
(ii) six,y eR, ¥ =a%a?
1

(1)) siz eR, a* ==

(iv) sizx eRetyeR, (a*)=a™

Propriétés 2.9 Soit a > 0 tel que a # 1. La fonction

R — Ri
XPa - r — a”

est bijective de R sur RY .

On utilisera souvent cette autre

Démonstration Soit y € RY. Par définition de a”, x € R est solution de I’équation
y = a” si et seulement si y = exp(zln(a)). Comme In est bijective de R sur R, cette

In(y)

équation équivaut & In(y) = xIn(a), c’est a dire z = Ok

L’équation y = a” a donc une

unique solution, et la bijection réciproque de exp, est la fonction logarithme en base a

| R, — R
O : n
v — 5y
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2.7 Fonctions trigonométriques

Définition 2.10 Soit z € R et (O, d, V) un repére orthonormé direct du plan. Soit M le
point du plan défini par

e [OT1] =1

o (7,0M) =z (o0 Uangle est exprimé en radians)

On appelle cosinus de x, et on note cosz, l'abscisse de M.
On appelle sinus de x, et on note sinx, l'ordonnée de M.

tan(x) .............. A

Propriétés 2.11
e les fonctions cosinus et sinus sont définies sur R

e les fonctions cosinus et sinus ont [—1,1] pour image
e [es fonctions cosinus et sinus sont 2w-périodiques

e [a fonction cosinus est paire, la fonction sinus est impaire

Définition 2.12 Si x € R est tel que cos(z) # 0, c’est a dire si v # 7/2 mod 7, on
définit la tangente de x,

tan(z) = sin(x)

cos(x)
Propriétés 2.13
e le domaine de définition de la fonction tangente est R\{n/2 + km, k € Z}

e [tTmage de la fonction tangente est R
e [a fonction tangente est w-périodique

e [a fonction tangente est impaire
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Formules trigos classiques Sia,b,z € R, on a
(i) cos(a+b) = cosacosb —sinasinb
(i) sin(a + b) =sinacosb + cosasinb
(iii) cos®z +sin’z =1
)
)

(iv) cos(2x) = cos’z —sin’x = 1 — 2sin’z = 2cos’x — 1

(v

sin(2x) = 2sinx cos x

2.8 Fonctions trigonométriques inverses

Comme on vient de le voir, aucune des trois fonctions cos, sin, tan n’est bijective de
son domaine de définition sur son image. En revanche, en restreignant chacune de ces
fonctions a un intervalle bien choisi, on obtient une bijection de cet intervalle sur 'image
de la fonction.
Ainsi,
cos|o. : [0,7] — R

est bijective de [0, 7] sur [—1,1]. On note
arccos : [—1,1] — [0, 7]

la bijection réciproque. De la méme maniere,

Sinj_r/2,n/ 1 [—7/2,7/2) — R
est bijective de [—7/2,7/2] sur [—1,1]. On note

arcsin : [—1,1] — [-7/2,7/2]
la bijection réciproque. Enfin,

tan)_ra.x/o ;] — 7/2,m/2[— R
est bijective de | — w/2, /2] sur R. On note

arctan : R —| — 7/2, 7 /2]

la bijection réciproque. Les graphes des fonctions trigonométriques inverses figurent dans
les tableaux donnés en annexe.
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3 Limites

3.1 Définitions et premiers exemples

Définition 3.1 Soit f : D — R une fonction dont le domaine D contient un intervalle
de type [a,+o0], ot a € R. Soit aussi | € R.

e On dit que f(x) tend vers +o0o quand x tend vers +oo si on peut garantir que f(z)
soit arbitrairement grand en choisissant x suffisamment grand.
(Plus précisément, VM > 0,3z, > a tel que v > 1 = f(z) > M.)
Dans ce cas, on note lim f(x) =400, ou f(x) — +o0.
r—r+00 r—r+00
e On dit que f(x) tend vers | quand x tend vers +oo si on peut garantir que f(x) soit
arbitrairement proche de | en choisissant x suffisamment grand.
(Plus précisément, Ve > 0,3z, > a tel que v > vy = |f(z) — 1] <e.)
On note lim f(z) =1, ou f(z) — L.
r—r+00 r—r+00
Remarque 3.2 On définit de maniére analogue les limites quand x tend vers —oo (rem-
placer "z suffisamment grand” par "x suffisamment petit”), et le fait que f ait pour limite
—00 au liew de +oo (remplacer ”f(x) arbitrairement grand” par ”f(x) arbitrairement pe-
tit”).

Remarque 3.3 On peut indifféremment employer les expressions ”f(x) tend vers | quand
x tend vers xo” et “la limite de f en xg est [”.
Exemples. Sin e N*,

n

" — oo, /" — 400, In(z) — +oo, exp(z) — +oo,

r——+00 r—+00 r——+00 r—+00
T 1 +00 si n est pair
arctan(r) — —, — — 0, 2" — : patt , exp(x) — 0.
r—~400 2 " z—+oco T——00 —00 sl n est 1mpair T——00

Exercice. Montrer que cos(z) n’a pas de limite quand = tend vers +oo.

Définition 3.4 Soit f : D — R une fonction dont le domaine D contient un intervalle
de type |a,b], ot a,b € R. Soit aussi | € R.

e On dit que f(x) tend vers +00 quand x tend vers a par valeurs supérieures (ou par la
droite) si on peut garantir que f(x) soit arbitrairement grand en choisissant x €|a, b|
suffisamment proche de a.

(Plus précisément, VM > 0,3z, €]a,b] tel que x €]a, x| = f(x) > M.)
On note lim+f(z) = +o00, ou f(x) ha +o0, ou }Lma f(x) = +o0.

r—a
z > a
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e On dit que f(z) tend vers | quand x tend vers a par valeurs supérieures si on peut
garantir que f(x) soit arbitrairement proche del en choisissant x €|a, b| suffisamment
proche de a.

(Plus précisément, Ve > 0,3xy €]a,b] tel que x €]a, x| = |f(x) —1| <e.)
On note mli,l?+f(x) =1, ou f(z) — [, ou lhirt f(z) =1

x> a

Remarque 3.5 On définit de maniére analogue la limite de f(x) quand x tend vers b par
valeurs inférieures (ou par la gauche), notée (quand elle eziste) lirl? f(z) , et le fait que f
x—b~

ait pour limite —oo au lieu de +00.

Exemples. Sin e N*,

400 si n est pair

—o00 si n est impair

" — 400, " —
z—0t z—0~

In(z) — —oo, tan(z) — —oo, tan(z) — +oo,
z—0F x>t T35

SizgeR,
lim e* = lim e* = e"°.

Considérons la fonction partie entiere E, définie pour z € R par

1 si -1<2<0

_ 0 si 0<ze<1
E)=4 1 & 1<z<2
2 si 2<x<3

Alors lim E(z) =0, lim E(z)=1.
o a3

Définition 3.6 Soit f : D — R une fonction dont le domaine D contient un ensemble
de type Ja,blU]b, ¢, ot a,b,c € R. Soit aussil € RU{—o0, +0o0}.
On dit que f(x) tend vers | quand x tend vers b si lirlr71+f(x) = liril f(x) =1 (c’est a dire :
T— x—b~
les limites a gauche et a droite de b existent toutes les deux et valent toutes les deuz l).
On note lin})f(x) =1, ou f(x) — l.
T— T—

Remarque 3.7 On notera que la définition de limite donnée ici ne prend pas en compte la

valeur de f(b), dans le cas ou [ est définie en x = b. La limite telle qu’elle est définie ici est

parfois appelée "limite épointée” et peut étre notée limb f(x) pour éviter les ambiguités.
z#b
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Exemples. Sin € N*et a € R,

1 [ = i t pai : :
, oo sl est pair ., lim E(z) n’existe pas.
n’existe pas sl n est impair z—1

Soit f la fonction définie pour € R* par f(z) = 22 Alors

lim f(z) =1.
Soit g la fonction définie pour € R* par g(x) = cos(1/x). Alors g n’a pas de limite quand
x — 0.

3.2 Opérations sur les limites

Les tableaux ci-dessous donnent des regles (quand elles existent) permettant de trouver la
limite de la somme, du produit ou du quotient de deux fonctions a partir des limites de
ces deux fonctions. Ils pointent aussi les formes indéterminées, qui sont les cas ou la
seule donnée de la limite des deux fonctions ne permet pas de déterminer la limite de leur
somme, de leur produit ou de leur quotient. Les conditions x — a apparaissant dans ces
tableaux peuvent indifféremment étre remplacées par x — a* ou x — a”.

Soit @ € RU {£o0}, soit [,b € R. Connaissant la limite de f en a, le tableau suivant
donne la limite de f(x) + b et bf(z) quand z tend vers a.

lim f(x) I | 400 | —00

lirrf?}(x) +b) | [+b]| 400 | —00

sib>0 E_Tim bf(x) bl | +oo | —00
sib<0 igrz bf(z) bl | —oo | 400

3.2.1 Limite d’une somme de fonctions.

Soit a € RU{+£oo} et [,I' € R. Alors lim(f + g)(x) est donnée par le tableau suivant:
Tr—a

lim
. w—mf(x) l +o00 | —00
limg(z)
Tr—a
I [4+1 | +o0 | —00
400 +oo | ?
—00 —00

La case contenant un point d’interrogation est une forme indéterminée. Cela ne signifie
pas que la limite de f + g n’existe pas, mais qu’on ne peut rien dire sur la limite éventuelle
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de f 4+ g en sachant seulement que la limite de f est —oo et que celle de g est +o00. Pour
le mettre en évidence, considérons la fonction f définie sur R par

Ve e R, f(x)=—x, desorteque lim f(z)= —o0,

r——+00

et les quatre fonctions définies par

VeeR, gi(x)==, g¢g(z)=22, g3(x)=x+1, g(r)=2z+sin(z),

N8

de sorte que pour ¢ = 1,2, 3,4, on a bien

lim g;(x) = +o0.

T—+00
Alors

lim (f + g4)(x) n’existe pas.

r——+00

3.2.2 Limite d’un produit de fonctions.

Soit a € RU{+xoo} et [,I' € R. Alors lim(fg)(z) est donnée par le tableau suivant:
Tr—a

lim f(z)
) ra [>0]1l<0]|0] 400 | —00
limg(x)
Tr—a
>0 A A 0| +o0 | —o0
' <0 W 10| —oco | 400
0 0| 7 ?
+o0 +o00 | —o0
—00 +00

Le fait qu’une fonction tende vers 0 et qu'une autre tende vers I'infini est une information
insuffisante pour déterminer la limite de leur produit : les exemples suivants montrent que
tout peut se produire.

Exemples.

. _ : _ : _ . sin(x .

lim 2?-27' = 400, lim z-272=0, lim 2z-27'=2, lim z- (z) n’existe pas.
Tr—400 Tr—400 Tr—400 Tr—+00 €T
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3.2.3 Limite de l’inverse d’une fonction.

Soit @ € RU{#+o0} et [ € R*. Le tableau suivant donne la limite en a de 1/f, connaissant
la limite de f.

0t | 00 | £o0 |0

400 | —00 0

=
—
~—~
&
~ Y
o

3

Les limites quand z — 0 de 2, 23, —2* valent toutes 0. On a pourtant des résultats

différents pour leurs inverses:

.1 N T ) 1
lim — = +o00, lim — n’existe pas, lim — = —00
z—0 z—0 3 z—0 —xt

3.2.4 Limite du quotient de deux fonctions.

Soit @ € RU{xo0} et ,I" € R*. Alors lim g(x) est donnée par le tableau suivant (comme

r—a
5 =f- é, ces résultats sont des conséquences de ceux qui donnent la limite d’un produit

d’une part, et la limite de I'inverse d’autre part):

lim f(z)
) ra [ >0|1<0]|0] 400 | —00
limg(x)
Tr—a
>0 v I 10| 400 | —c0
' <0 r ' 10| —o0 | +00
400 0 0 0 ? ?
0t 400 | —00 | ? | 400 | —00
0~ —00 | +o0 | 7| —o0 | 400

3.2.5 Lever 'indétermination dans le calcul de la limite d’une fraction.

Quand on cherche la limite d'une fraction qui est une forme indéterminée, une méthode qui
marche souvent pour lever I'indétermination consiste a réécrire la quantité dont on cherche
la limite en mettant en facteurs les ”plus gros termes” au numérateur et au dénominateur.

. 3.2 L.
Par exemple, pour trouver lim £ on écrit que pour tout x > 0,
r—r+00

P H+at+1 P14+ +1/2%) 1+1/z+1/a2°

2211 22(1+1/22) 0 1+41/a?
et donc

. B +at+1 _ 1+1/x+1/23

lm ——— =1 =

z—too 241 z—+00 1+1/22
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3.2.6 Résultats de croissances comparées.

Lorsqu’une forme indéterminée résulte d’une compétition entre une fonction puissance et
un logarithme, ou entre une fonction exponentielle et une fonction puissance, on peut lever
I'indétermination en utilisant 1'un des résultats suivants. Soit n > 0 (entier ou non). Alors

1
lim 2"In(z) =0, lim n(x) =0,
z—0t z—+oo "
x
lim — =+o0, lim [z]"e¢® =0.
z—4oo M T——00

Ces limites peuvent se mémoriser en se rappelant que ”les puissances 'emportent sur le
logarithme” et que "I’exponentielle 'emporte sur les puissances”.

3.2.7 Limite de la composée de deux fonctions.

Soit xg, Yo, € RU {£o0}, et soit f et g deux fonctions.

Si lim f(x)=yo et lim g(y)=1, alors lim go f(x)=1I.

T—xQ Y—Yo T—xQ

On a implicitement supposé que f(z) est définie pour x ”a proximité de z,”, c’est a dire
pour z dans un intervalle du type |z, a] ou du type [a, zo[ (ot1 @ € R), ou dans un ensemble
du type [z — €, 2o[U]xg, 2o + €] olt € > 0, et que g(y) est définie pour y a proximité de yo
(pour y dans un ensemble du type |yo, b] ou [¢, yo[ ou [e, yo[U]yo, b] auquel appartient f(z)
quand x est proche de x).

Exemples.

xllgloo (—x) = —0c0 et yllﬂloo exp(y) =0, donc xl—l>r—i1-100 exp(—z) =0,

lim (—z) =400 et lim exp(y) =400, donc lim exp(—z) = +o0.
T—r—00 Yy——+00 r——00

On finit ce chapitre en énongant un résultat qui peut étre utile pour déterminer certaines
limites :

3.2.8 Théoreme des gendarmes
Théoréme 3.8 Soit a € RU{£oo}, et f, g, h trois fonctions définies a proximité de a.
e Si pour x a proximité de a, g(xr) < f(x) < h(x) et si lim g(x) = lim h(z) =1 (ou
T—a T—a

l € R), alors lim f(x)=1.
T—a

e Si pour x a proximité de a, g(x) < f(x) et silim g(z) = 400, alors lim f(x) = +oc.

r—a r—a
e Sipour x a prozimité de a, f(x) < h(z) et silim h(z) = —oo, alors lim f(x) = —o0.
T—a T—a
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Exemples
(i) Pour z > 1, on a —% < # < % De plus, xl—l>r—i1-100 (—%) = xl_l)r_{loo (%) = 0. Donc le
théoreme des gendarmes assure que
c (3
. sin(z
lim (z”) = 0.

Tr—+00 €T

(ii) Pour tout z € R, x + 4sin(x) > x — 4. De plus, lim (z —4) = +o0. Donc, d’apres

r——+00

le théoreme des gendarmes, lir}rﬂ (x 4 4sin(z)) = +o0.
T—1+00
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