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Chapitre 5 : Intégration

1 Primitives

Définition 1.1 Soit I C R un intervalle, et f : I — R une fonction. On dit que F est
une primitive de f si F' est dérivable sur I et pour tout x € I, F'(x) = f(z).

Exemple. La fonction F' définie sur |0, +oo[ par F(z) = :”—77 + €% 4+ 2In(x) — 8 est une
primitive de f(z) = 2% + 5¢° + 2.

Remarque 1.2 Si F' est une primitive de f et C € R est une constante, alors F' + C' est
une autre primitive de f. En effet,

d

d d /
L (F(x) +C) = - F() + 7-C = F'(w) = f(z).

dx

En fait, toutes les primitives de f sont de ce type :

Proposition 1.3 Soit I un intervalle, et f — R une fonction. Si F' est une primitive
de [ sur I, alors toutes les primitives de f sont de la forme G(z) = F(z)+C ou C € R
est une constante.

Remarque 1.4 L’hypothese que I est un intervalle est importante : si f est définie sur
une réunion d’intervalles disjoints, on obtient d’autres primitives de f en rajoutant a F
des constantes différentes sur chacun de ces intervalles. Par exemple, pour tout couple de
constantes C1,Cy € R, la fonction définie sur R* par

| Inxz+Cy six>0
F(z) _{ In(—z)+Cy siz <0

vérifie

1
Ve R, F'(z)=-.

T

Notation. On note [ f(z)dz = F(z)+ C, ou

f(z) dx = F(x) + C
\//./ variable d’intégration it
signe intégral intégrande une primitive de f constante d’intégration
(fonction qu’on intégre) (constante indéfinie)
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Exemples

(i) si F': I — R est dérivable sur I'intervalle I,

(i) si k € R est une constante,

/kdzzk:)ﬂ—C.

(iii) sin # —1,
1
/x"dm =— "l 4 C
n+1

(la formule est valable pour € R si n est un entier positif, pour x €] — 0o, 0[ ou
x €]0, +00[ si n est un entier inférieur ou égal & —2 et pour x €|0, +o0o[ si n n’est pas
un entier)

(iv) pour x €] — 00, 0] ou x €]0, +00],
1
/—dm —In(fz]) + C.
T
(v) si k € R* est une constante,
kx 1 kx
/e dx = 7€ +C

(vi) [ cosz dz =sinz +C
(vii) [sinz de = —cosx+C
(viil) pour x €]0, 400],

/ln:v dr =zlnzx —x+ C.

Proposition 1.5 Sik € R et f,g: I — R sont deux fonctions définies sur un intervalle
I CR,

o [(kf)(@)dx =k [ f(x)dx
o [(f+9)()de = [ f(x)dx+ [g(x)dx
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(iii) Cherchons une fonction f: R — R telle que pour tout z € R, f'(x) = 5z + 62+ 1
et f(1)="7. Alors

Exemples

2 _
Q) /de _

X

S

-3+

f(x):/(5x4+6x2+1)dx:x5+2x3+x+0

pour une certaine constante C' € R. Pour trouver la valeur de C, on utilise f(1) = 7,
qui donne 1° +2% 13+ 1+ C =7, et donc C = 3. Donc

f(z) =2 +22° + 2 + 3.

(iv) La vitesse d'un véhicule au temps ¢ est donnée par v(t) = 50 + 30e~*. On veut
déterminer la distance parcourue entre t = 0 et £ = 1. On note d(t) la distance
parcourue au temps t, avec la convention d(0) = 0. On cherche donc d(1). Pour tout
t€[0,1], on a

d'(t) =wv(t) = 50 + 30e".

Donc
d(t) = / (50 + BOe_t) dt =50t — 30e™ " + C,

pour une certaine constante C' € R. Or d(0) = 0, donc 50 * 0 — 30e™° + C = 0, et
donc C' = 30. D’ou

d(1) = 50 — 30e™! + 30 = 80 — 30e™" (= 69).

(v) On lache une pierre dans un puits. Elle heurte I'eau apres 1,5 secondes. On veut en
déduire la profondeur a laquelle se trouve I'eau. On note z(t) la distance parcourue
par la pierre au temps t (elle est lachée a t = 0). La pierre est soumise a I’accélération
de la pesanteur, donc

Z'(t) =g (= 9,81m-s?).

Donc
2 (t) = /gdt =gt+Cy, ouCjeR.
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Comme z'(0) = 0 (la pierre est lachée, donc sa vitesse est nulle a ¢t = 0), on a C; = 0.
On en déduit

1
2(t) = /gtdt = §gt2 + O, ou Cy € R.
Comme z(0) = 0, on en déduit que Cy = 0, et donc z(t) = 3gt*>. La profondeur
recherchée est donc z(1,5) = g % (1,5)?/2 ~ 11, 25m.

2 Changement de variable (ou substitution)

Supposons que 'on cherche a calculer une primitive d’une fonction f(z) que l'on peut
écrire sous la forme

f@) = g(u(@))u'(z),
ol g et u sont deux nouvelles fonctions. Supposons par ailleurs que ’on sache calculer une
primitive G de la fonction g:

/g(:c)da: =G(z)+C.
D’apres la formule qui donne la dérivée de la composée de deux fonctions, on sait que

%G(U(fv)) = G'(u(x))'(z) = g(u(x))u'(z) = f(z).

f est donc la dérivée de G o u, qui est donc une primitive de f :

/f(x)dm = /g(u(x))u'(x)dx = /G'(u(m))u'(x)dx = %G(u(m))dz = G(u(x)) + C.

Pour alléger les notations, "on pose u = u(x)”, c’est a dire qu'on considere u(x), qui est
une fonction de z, comme une nouvelle variable d’intégration, notée u. Alors du = u'(x)dx
(égalité formelle qui ”s’obtient” en multipliant 1’égalité u'(z) = j—; par dx). On écrira donc
le calcul de la maniere suivante:

/f(x)dx = /g(u(x))u'(m)dm = /g(u)du =G(u)+C =G(u(x))+C.

Exemples
(i) Calcul de f(2z + 3)"dx. On pose u = 2z + 3. Alors du = 2dz, et donc dz = 4.
Donc
du 1 1u'® u's (22 +3)*®
9 17 17_:_/17 _Ltu _u _ '
/(:)s—l—?)) dx /u 5 =3 udu 218+C 36+C 36 +C

(ii) Calcul de [(5x + 4)'/3dx. On pose u = 5z + 4. Alors du = 5dz, Aot dz = % et
donc

du 1lu 3
41/3 :/ 1/3—:—— = — 44/3 .
/(5x+ ) dx ut 54/3+C 20(5x+ )7+ C
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(iii) Calcul de [x*(3z® 4+ 1)*dxz. On pose u = 3z® + 1. Alors du = 9z%dx, d’on
2?dr = % et donc

Jdu 1w 1
209, 3 47 _ 1
/:c(?)x +1)dx—/u 5 95+C’ 45(3x +1)° +C.

(iv) Calcul de [zxe?***ldx. On pose u = 322 + 1. Alors du = 6zdz, Aot xdx = du of

donc p .
S JOu 2 B
/xe T /e 5 66 +C = 6 + C.

(v) Calcul de %dw. On pose u = z* + 223 + 1. Alors du = (42 + 62%)dz =

2(22% + 32?)dz, d'out (22° + 32%)dz = L et donc

2 du/2 1 1
/L&Cdx / u/ = St(jul) + € = SIn(ja" + 26 + 1)) + €
u

zd + 223 +1

Résumé : méthode pour calculer [ f(x)dx par substitution.
(i) deviner le changement de variable v = u(x)
(i) calculer du = u/(z)dx

(iii) exprimer f(z)dz sous la forme g(u)du pour une certaine fonction g (il ne doit plus
rester de x ni de dx)

(iv) calculer fg(u)du =G(u)+C
(v) conclure : [ f(z G(u(z)) +C

Remarques

e la méthode de changement de variable ne permet pas de calculer toutes les primi-
tives, d’ou l'intérét de connaitre d’autre méthodes de calcul de primitives, comme la
méthode d’intégration par parties qu’on verra au paragraphe suivant.

e si on fait le mauvais choix de nouvelle variable u, ou bien si la primitive que l'on
cherche a calculer ne peut pas se calculer par changement de variable, on s’en rend
compte soit a 'étape (iii) (on n’arrive pas a se débarrasser de tous les z dans la
réécriture de f(z)dz sous la forme g(u)du), soit a 'étape (iv) (si [ g(u)du n’est pas
plus simple & calculer que [ f(z)dx)
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3 Intégration par parties

Supposons que l'on cherche a calculer une primitive d’'une fonction f(x) que l'on peut
écrire sous la forme

f(@) = u(@)v'(2),

ou u et v sont deux fonctions. D’apres la formule de dérivation d’un produit, on sait que
(uwv) = wv' + u'v,

et donc
w' = (uwv) —u'v.

En intégrant cette derniere égalité, on en déduit la formule d’intégration par parties

Si le calcul de [u/(z)v(z)dz est "plus simple” que celui de [ f(z)dzr = [ u(x)v'(z)dz, cela
peut permettre de calculer [ f(z)dz.

Exemples

(i) Calcul de [ze*dx. On pose u(z) = x et v'(z) = €. Alors u/(z) = 1 et v(x) =
f e*dr = e* + (Cy. Comme on a le choix de la constante indéterminée Cj, on la prend
aussi simple que possible, par exemple Cy = 0. Et donc

/xexd:v:xex—/l-exdx:zex—ex+C’.

(ii) Calcul de [Inzdz. On pose u(z) = Inz et v'(z) = 1. Alors /(z) = 1/x, v(z) = z,
et donc

/lnxdx:zln:v—/%-:de:xlnx—/dx:xlnx—x—l—a

(iii) Calcul de [x2e3*dz. On pose ug(z) = z% et v/(z) = €3*. Alors uj(z) = 2z,

v(x) = %, et donc

3z 3z 3x 2
/xze?’mdx A /2xe—d:c S /xe&”dx.
3 3 3 3

On s’est donc ramené a calculer une nouvelle intégrale, ce que 1'on va faire a I'aide
d’une nouvelle intégration par parties : on pose u;(z) = x, et a nouveau v'(z) = €.

Alors uj(z) =1 et v(x) = %, et donc, en reprenant le calcul précédent,

3z 2 3z 3x 3x 2 3x 2
/:ch?’xdx = x2% —3 (x% — / 1- %d:c) = x2% — :c; + 9 /e?’xd:c
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Résumé : méthode pour calculer [ f(z)dr par intégration par parties.
(i) deviner comment écrire f(x) sous la forme f(z) = u(z)v'(x)
(ii) calculer «'(z) et v(z) = [V'(z)dx

(iii) appliquer la formule d’intégration par parties :
/f(x)dx = /u(x)v'(x)dx = u(z)v(z) — /u'(:z:)v(x)d:)s

(iv) calculer [/(x)v(x)dz (directement ou bien en faisant un changement de variable ou
une nouvelle intégration par parties) et conclure.

Remarques
e toutes les primitives ne peuvent pas se calculer en utilisant 'intégration par parties

e si on fait des mauvais choix pour u et v’ ou bien si la méthode d’intégration par
parties n’est pas adaptée au calcul de la primitive qu’on cherche, on peut étre bloqué
a I'étape (ii) (on n’arrive pas a calculer v(x) a partir de v'(x)) ou bien a I'étape (iv)
(si la nouvelle primitive a calculer n’est pas ”plus simple” a calculer que celle qu’on
cherche)

e classés du meilleur au plus mauvais, des choix possibles pour u(z) sont

Inz, (Inz)?% ... 2, 2%, 2°, .. exp(z).

4 Aire sous une courbe et intégrale

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] (ol a et b sont des réels, et a < b). On
suppose dans un premier temps que pour tout = € [a,b], f(z) = 0. On considere l'aire A
de la surface délimitée par les courbes d’équations y = 0, y = f(x), x = a, x = b (dans un
repeére orthonormé), c’est a dire "I’aire sous le graphe de f entre a et b”.

On subdivise cette surface en n tranches (ot n est un nombre entier qu’on peut penser
comme étant grand), de bases les intervalles [zy, zj11] (o0 2, = a + (k — 1)=2, avec
ke {l,--- n}), de largeur zpy; — 25 = Az = =2

a
n "
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=1y Ty I3 Tn b= T4

——

Ax

Si n est grand, chaque tranche est tres fine, et Paire de la k*™° tranche est presque celle
d’un rectangle de largeur Az, de hauteur f(zy), et donc de surface f(xp)Ax. L’aire totale
peut donc étre approchée par la somme des aires de ces rectangles,

A= f(r)Ax + -+ f(x,) Az = (f(z1) + -+ f(x,)) Az,

L’approximation est d’autant meilleure que n est grand :

A= lim (flay) 4+ f)) Az ot Ap— =%

n—+00 n

C’est cette derniere quantité qu’on va définir comme l'intégrale de f sur l'intervalle [a, b].

Définition 4.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b]. L’intégrale de f
entre a et b, notée fabf(x)dx est définie par

b
[ f@is = i (1) + 5 f) Ae on Ap= 2

n

lintervalle a, bl ayant été subdivisé en n pCLT’tS € dl@S, T appartenant al kiéme S0US In-
Y g
tervalle).

Remarque. La définition vaut méme si f n’est pas positive, mais si de plus f(z) > 0

pour tout x € [a, b], f; f(x)dx peut étre interprétée comme 'aire sous le graphe de f sur
I'intervalle [a, b].

Le théoreme suivant fait le lien entre les intégrales que l'on vient de définir et les
primitives que 'on a appris a calculer précédemment.
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Théoréme fondamental du calcul. Soit f: [a,b] — R une fonction continue sur un
intervalle [a,b] (ot a,b € R), et soit F' une primitive de f. Alors

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Notation. On note

Remarque. La quantité F'(b) — F'(a) ne dépend pas de la primitive choisie. En effet,
si G est une autre primitive de f, elle est du type G(z) = F(x) + C pour une certaine
constante C, et donc

G(b) —G(a) = (F(b)+C)— (F(a)+ C) = F(b) — F(a).

Justification du théoreme. On ne donnera de justification que dans le cas ou f est
positive sur [a,b]. Dans ce cas, notons A(z) = [ f(t)dt. On a vu qu’on peut interpréter
A(z) comme l'aire sous le graphe de f entre a et z (au moins si z > a). Si x € [a,b] et
h > 0 est petit, A(x+h)— A(z) peut donc étre interprétée comme ’aire d’une fine tranche
entre x et x + h sous le graphe de f. Si h est tres petit, cette fine tranche est quasiment
un rectangle de base h de hauteur f(z), et donc d’aire hf(x). Donc

Az +h) — A(x) = hf(z),

et donc A B 4
o)Al g

Quand h — 0, la limite du membre de gauche est A’(z), celle du membre de droite, qui ne
dépend pas de h, est f(x). A la limite h — 0, on obtient donc I’égalité

et donc A est bien une primitive de f sur [a,b]. Si F' est, comme dans I’énoncé, une
primitive de f sur [a, b], il existe donc une constante C' telle que pour tout x € [a, b],

Alx) =F(z)+ C.
En choisissant = a dans cette égalité, on obtient que 0 = A(a) = F(a) + C, donc
x)

C = —F(a), et donc pour tout = € [a,b], on a [’ f(t)dt = A(z) = F(z) — F(a). Pour
x = b, c’est le résultat annoncé dans le théoreme.
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Exemples.

(i) On cherche l'aire de la surface délimitée par les courbes d’équation x = 1, x = 2,
y =0, y = x. Elle est donnée par

/2 d |:[L’2:| 2 22 12 3

rdr=|—| = —— — =—.

1 21, 2 2 2

On peut interpréter cette intégrale comme I'aire de la surface indiquée sur le dessin
ci-dessous.

2 2 372 2 3
22 9 8 2
) dr= | -1 | = (-2 )-0=2-2=-Z.
/O(x w)de =153 273 3 3

o 2 . " .

L’intégrale x — 2%) dx peut étre interprétée comme A; — Ay, oul Ay et A,y sont
0 )

les aires des surfaces indiquées sur le dessin ci-dessous.
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A 2

A

Propriétés Soit f, g continues sur [a,b] et k une constante
(i) [y (kf)(@)dz =k [} f(x
(i) [, (f +9)@)de = [} f(x)dx+ [} g(w)da
(iii) [ f(x)dz =0
(iv) [7f(z)de = — [ f(z)dx

v) fabf(z)dx = [* f(z)dz + fcbf(z)dx (relation de Chasles)

On a supposé ici que f est continue sur un intervalle qui contient a, b et c.

Exemples. Soit f la fonction définie pour x € R par

r+1 si <0
f(x):{(x_1)2 :

si x>0
Alors
/_llf(:)s)dxzfolf )dx + f :/ (l’+1)dl’+/01(l'_1)2dx
NE )
:(O;H))—<<_21>2+(—1))+(1_31)3_(0—31)3:g
et

/Olf(:v)da?—/o_lf(x)dxz Olf(x)dx+/_if($)d$:/_tf(a?)dx: 5
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5 Changement de variable dans le calcul d’une intégrale

Exemples.

(i) Calcul de ftl) ze tldy.
1°*¢ méthode (calcul d’une primitive, puis utilisation du théoréme fondamental du
calcul)
On pose u = u(z) = 2z% + 1. Alors du = 4adz, et donc zdz = 2. Donc

u 2241
2m2+1d — ud_u:e_ C:e C
/xe x /e 1 4+ 1 + C.
Done 1 21241 2.02+1
/[L’€2w2+1d1’:6. + _e'0+ :6_3_523(62_1)‘
0 4 4 4 4 4

28me méthode (directe)

1 u(1) 3 u u]3 3
/ e gy — / e“d—u = / e—du = [e_} _ E.
0 wo) 4 1 4 4], 4 4

(ii) Calcul de ftl) x?\/8x3 + 1dx.
On pose u = 8z° + 1. Alors du = 242%dx et 2°dx = 2. En particulier, quand z = 0,
u=1,et quand x =1, u=9. Donc

1 9 9
du 1 [2 1 26 13
2 3 _ 1272 - | <,3/2 _ 3/2 _ 13/2\ _ <Y _ ¥
V8 +1dx—/ U = [ U } = 9 1 = = —.
/0 L2400 2403 ], 36 ( ) =36~ 1s

Pour résumer, pour calculer par changement de variable une intégrale f; f(z)dx ou f(x)
s’écrit sous la forme f(x) = g(u(z))u'(z) et G est une primitive de g, on pose u = u(x), de
sorte que du = u'(z)dz, et alors

b b u(b)
/ f(x)dz = / o(u(e)) (z)dz = / gu)du = [GW)]'="Y) = G(u(b)) - Glu(a)).

u(a)

Noter que lorsqu’on passe de la variable d’intégration x a la variable d’intégration w, les
bornes de 'intégrale sont modifiées.

6 Intégration par parties dans une intégrale

La formule suivante se déduit facilement de la formule d’intégration par parties pour les
primitives.
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Exemple : calcul de fzazlna:da:. On pose u(zx) = Inz, v(z) = 2. On a donc
v (z) =1/x, v(x) = 22/2. On a donc

5 2 5 2 2 5
1 1
/xlnxdx: [x—lna?} —/ —x—dx—5 ln5—3—1n3——/ zdx
3 2 3 3 T 2 2 /s

25 9 1221 25In5 9Iln3
— 5 2In3— = - _
p o gMnd 2[ ] 2 2

— 4.

2

3

7 Valeur moyenne

Si f est une fonction continue sur un intervalle [a,b], on veut donner un sens a la valeur
moyenne de f sur cet intervalle [a, b]. Comme dans le paragraphe 4, on subdivise 'intervalle
[a,b] en n sous-intervalles [y, 2x+1] (pour 1 < k < n), tous de méme longueur xy, 1 — zp =
Ax = b ¢, Alors une valeur approchée de la valeur moyenne de f sur [a, b] est donnée par
la moyenne des valeurs de f aux n points x1,--- ,x, :

)+ f) 1 b—a

V, =
n b—a n

(f (@) + -+ flzn)).

Cette approximation est d’autant meilleure que n est grand. La valeur moyenne V de f
sur [a, b] est donc la limite de V,, quand n tend vers I'infini. On reconnait dans ’expression
de lim V,, l'intégrale de f sur [a,b] comme définie dans la Définition 4.1 :

b
V=l V= gt U ) e g = s [ = PO =T,
n—o00 — @ n—oo n b—CL b—a

ou F' est une primitive de f.

Exemple. Une voiture se déplace a une vitesse v(t) = 50+30e~" (¢ est exprimé en heures,
v(t) en km/h. La vitesse moyenne V pendant les trois premieres heures est

3

1 1 —t 1 -3 -3
V=3—5 0(50+3Oe )dt:§[50t—306 |, =60 —10e™".

-

—d(3)—d(0)

Interprétation. La moyenne V de f sur [a,b] est la hauteur d'un rectangle de base [a, b]
et de surface égale a I'aire sous la courbe y = f(x) sur l'intervalle [a, b] :

Vib—a) = /a f(x)dx

aire du rectangle
aire sous le graphe de f sur [a, b]
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