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Corrigé de la feuille TD 1 : Logique et ensembles

Exercice 1.La négation de

« tous les habitants de la rue du Havre qui ont les yeux bleus gagneront au loto et prendront
leur retraite avant 50 ans » est

« il y a au moins un habitant de la rue du Havre qui a les yeux bleus, et qui ne gagnera pas
au loto ou qui prendra sa retraite aprés 50 ans »

Exercice 2. (a) (Aou B)= C < (AVB)AC.
(b) Vz e R,y € R, f(z) < g(y) < Tz eR,Vy eR, f(z) > g(y).

Exercice 3.

(a) « Si c’est lundi, alors c¢’est raviolis » <= « Si c’est pas raviolis, alors c¢’est pas lundi »
(b) « Si les étudiants ne travaillent pas, ils n’apprennent pas de mathématiques »

<= « Si les étudiants apprennent des mathématiques, alors ils travaillent ».

() «VzeER(*€Q=>2¢Q)» <= «VreR, (z€Q=122€Q)».

Exercice 4.
(a) «Vz € N,Jy € N,y > 23 » est vrai.

Démonstration. Soit x € N. Alors y = 2> + 1 € N, et y > 23.
(b) «Vz € N2> € Q = 2 € Z » est vrai.

Démonstration. Soit x € N. Alors z € Z et 2? € Q, donc la contraposée de I'implication
2?2 € Q = v € Z est vraie, et donc la proposition est vraie.
(c) «Vr eR,x ¢ Z = 1> € Q» est faux.

Démonstration. Prenons x = 1/2. Alors x € Z, mais z°> = 1/4 € Q.
(d) « Vxr € R,Vn € N, ((n est pair et z > 0) ou (n est impair et z < 0)) = (=1)"2> > 0 » est
vral.

Démonstration. Soit x € R et n € N. Si n est pair et z > 0, (=1)" = 1 et 23 > 0, donc
(—=1)"23 > 0. Si n est impair et < 0, (—1)" = —1 et 2* < 0, donc (—1)"z® > 0

Exercice 5. A ={2,3,5,6}, B=1{1,2,—-3}.
(a) Ve € A,Jy € B,z +y € A. Vrai.
Démonstration. 24+1=3¢€ A, 34+2=5€ A, 5+1=6€ A, 6+ (-3)=3c A
(b) Vo € A,Vy € B,z +y € A. Faux.
Démonstration. 2 € A, 2 € B, mais2+2=4 & A.
(c) Jxr € A,Vy € B,z +y € A. Faux.
Démonstration. Pour chaque x € A, on montre que la proposition « Vy € B,x +y € A»
est fausse :

e 2c A 2B mais2+2=4¢ A.
e 3cA leB mais3+1=4¢A.
e 5HcA 2B maisHh+2=7¢ A.
6€A, 1€B maisb6+1=7¢ A.
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(d) Iz e AAVy e B,3z€ B,z +y+ 2z € A. Vrai.

Démonstration. Prenons x =3 € A. Alorssiy € B, t =z +y € C = {4,5,0}. Or pour
chaque élément t € ', il existe un z € Btel quet+ 2z € A. Eneffet : 1 € Bet44+1=5 € A,
leBetb+1=6€A,2€Bet0+2=2¢€ A. Au total, pour tout y € B, on a bien trouvé
ze€Btelqued+y+z=ax+y+z=t+z€ A

Exercice 6.
(a) 1eN (b) {1} Cc N (c) ACB <= VyecAyeB
(d) {1,2} C N (e) 1€ {1} f)A=B < VycAyeBetVye Byyc A

Exercice 7. A ={1,2,4}, B={1,3,4} et C = [-2,4].
AUB =1{1,2,3,4}, AUC =[-2,4], BUC =[-2,4], ANB=/{1,4},
ANC ={1,2}, BnC ={1,3}, A\ B ={2}, C\ A=[-21[U]1,2[U]2,4],
cCNzZ=4{-2,-1,0,1,2,3}, CnN=H{0,1,2,3}.

Exercice 8. X = {0, &, #}.
P(X) ={0,{C}, {&}, {#}, {0, &}, {0, &}, {&, &}, X}

Exercice 9. Soit A = {0,1,8} et B = {{0},{1,2},{1}}.
(a) A € N : Faux (par contre, il est vrai que A C N). (b) A € P(N) : Vrai.
(¢c) A C P(N) : Faux (par contre, il est vrai que {A} C P(N)).
(d) B € P(N) : Faux. (e) B C P(N) : Vrai.

Exercice 10. Soit {aq,...,ay} un ensemble de N nombres réels. Soit C' un autre réel, et on
suppose que
ap+---+an ZC
Alors il existe i € {1,..., N} tel que a; > %
Pour montrer I'implication
(I) (a1 +-+ay=2C)= (Fie{l,....N}a, 2 %),

on va montrer sa contraposée. Supposons donc

C
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proposition qui est bien la négation de la proposition de gauche de 'implication (I). Donc le
résultat voulu est montré.



