UM HAS101X - Outils mathématiques 1 2023-24

Feuille TD 2 : Fonctions Réelles d’une variable réelle

Exercice 1.
(6 +67I) - (ez - 671)2 _ eQm +2€I€7I +672z - (€2x —9¢%e™ % +672z)
:€2$+2+e—2m_€2$+2_€—2$ :-

1 1
— ,—In(3) _ —_| =
B=e T o3

C=m() =[]
In7—In2 In(7/2) 7/2 1 s
_ 61 s = 61 — _ 7/2 _ Z (ou bien D = n7-In2-In7-In2 _ ,—2In2 _ eln(? ) — 9—2 )
eln n eln(7 .

3 5) 3 95
E = lng—i—ln——l ( ) 1n1—@ (oubien E=In3—-In5+1In5—1n3=0)

3 5 3
F=lIn(e+1) Pas de simplification.
In3
. Pas de simplification.
Inb

h) L’équation e* = —2 n’a pas de solution dans R, car Vz € R, ¢* > 0 > —2.
i)SizeR, e =2 < In(e*) =2, — —-zx=Ih2 < .

) Siz>0lnx=-2<= exp(lnz)=exp(—2), < .

k) Siz <0, In(—2) =2 < exp(ln(—z)) = exp(2), &= —1 =¢?, = H.

1) SizeR,
2718 = 3777 «— exp ((x +3)In2) = exp ((z — 7) In3)
— (z+3)In2=(x—"7)ln3
< 3In2+7n3=2(In3 —1n2)
3In2+7In3 In(23-37)
= |z = =
In3 —1n2 In(3/2)
m) Siz € R,
e =e" 46 = (") —e"—6=0
<= €7 est racine du polynome 2% —z —6 = (z — 3)(z + 2)
— e*=3oue®=-2
<= " =3 (I’"équation e® = —2 n’a pas de solution dans R, Cf h))
= [e=M3]
n) Siz € R,

e? =5e¢" —6 <= (%) —5e* +6=0
<= ¢” est racine du polynéme 2> — 5z +6 = (z — 3)(z — 2)
< e"=3oue’ =2

<= |J;:1n30uac:1n2.

0) Si z >0 (]0, +o0] est le domaine de définition du membre de gauche de 1’équation),

(Inz)? —1In(2%) =3 <= (lnz)’ -2z -3=0
<= Inz est racine du polynéme 22 —2z—3 = (z+1)(z—3)
< Inz=-1loulnzx=3

<~ ‘z:efloux:eg.

Exercice 2.
(1) L’image de [0, 1] par f est

F01) ={yeR [Tz € [0,1[y = f(z)} = {f(z) |z € [0, 1]}



(2) L’ensemble des antécédents de 1 par f est
) = {z e R f(a) =1}
(3) L’ensemble des entiers naturels pairs dont 'image par f est inférieure ou égale & 5 est 'ensemble
{neN |3k eN,n=2k f(n) <5}.

Exercice 3.
(a) <Il y a au moins un nombre réel qui a deux antécédents par f>» s’écrit

JyeR,3x; €R, Tzo €R, a1 £z et y = fa1) = fx2).
(b) «L’image de f contient au moins deux éléments distincts> s’écrit
Jry € R, Jz2 € R, f(x1) # f(x2).
(¢) <L’image réciproque de [50, +oo[ par f n’est pas majorée> s’écrit
VM € R, 3z > M, f(z) > 50.

Exercice 4. Si f est une fonction, on note Dy son domaine de définition.

a) a(x) = L. Da:{x€R|x7é1}:.

b)bz) =vZ+ 755 Dy={z€R|z>0eto—1+#0}=[0,+00[\{1}, |Dy=[0,1[U]1,+oc[|

c) c(z) =/ =E5—. DC:{xER|z276zf7¢Oet#j’_7>0}_
5

On étudie le signe de 22— = I

x —00 -1 5 7 +00
=9 — - 0 + +
x—7 — — 0 +
rz+1 - 0 + + +
r—5
E=aTeza)) -+ 0 -0+
et on en déduit que ‘ D, =] —1,5|U]|7, +o0] ‘

d)dz)=vVz—a®. Dg={ze€R|z—-2°>0}.0rVe eR, z—2°=xz(l—-2)(1+2z). Le signe de z — 23 est donc
donné par le tableau suivant.

x -0 — —1 — 0 + 1 + 400
11—z + + + —
1+ - 0 + + +
x— > + 0 — 0 4+ 0 -—
et donc | Dy =] — 00, —1]U[0,1]}
e)e(®)= 1z De={re€R[4-22#0} =R\{-2,2}, |D. =] - o0, —2[U] - 2,2[U]2, +o0[|

f) f(z) =In 2t Dy = {z ER|2—z#0et 2L > 0}. Le signe de 222£ est donné par le tableau suivant.

T —00 —2 2 +00
24z - 0 + +
2—zx + + 0 -

e - 0 + || -

Et donc |Dy =] —2,2[|

g) g(x) = ,/lll;((?j_ﬁ. D, = {ac ER|z>0, 2+1>0, In(z+1) #0, (112(?42-;)4 > 0}. Les contraintes sur x ap-
paraissant dans cette expression de Dy peuvent se simplifier. En effet, la contrainte z > 0 implique z +1 > 0 et
In(z +1) > 0. Donc Dy = {z € R | 2 >0, (Inz)> —4 > 0}. On étudie le signe de (Inz)? — 4 = (Inz — 2)(Inz + 2)
suivant la valeur de x > 0.

T 0 e? e? 400
Inx —2 — - 0 +
Inz +2 - 0 + +
(Inz)? —4 + 0 - 0 +

Et donc | Dy =]0,e™%] U [e?, +00] |




h)h(x):gc%“. Pour tout * € R, 22 +1 > 1> 0, donc | D;, = R|.
i) i(z) = V1 — a2 D;={ze€R|1-2*>0}. Donc|D; =[-1,1]|
i@ =va2—1. Dj={zeR|a? f1>0} Donc‘D foo,—l]U[l,Jroo[‘.

k) k(z) = Va? + 2z — 3. Dy={zeR|2?+22—-3>0}. OrVz € R, 2?4+ 22— 3 = (24 3)(x — 1). Le coefficient
dominant de ce polynome de degré 2 étant positif, x2 + 2z — 3 est négatif quand x est entre les deux racines —3 et 1,

positif sinon. Donc ‘ Dy, =] — 00, —3] U [1, +0] ‘
Di@) =y Di={r€R|z>0et nz 0} =)0, +oo[\{1}.| Dy =)0, 1[U]1, +00[]
m) m(z) = /In(a? 4 4). Vr € R,z? +4 > 4, donc In(2? + 4) > In4 > 0, et donc x € D,,. On a donc montré que

reER=zxz€D,,, donc R C D,,, etdonc.

Exercice 5.

a) f(r) = 25 et g(z) = cosw.

Dy = {ac €R |z € Dian,2® + 4z +4 750}- Comme Dian :R\{g +kr|ke Z} et 22 4+ 4x + 4 = 0 si et seulement si
T = -2,

Df:R\<{g+k7r|k€Z}U{72}).

Par ailleurs, , et Dyog ={x €R | cosz € Ds}. Or

Vr € R, coszx € [—1,1] C]fg,g[ch,

donc , et Vo € R,

tan(cos x)
(cosx)? + 4(cosz) +4

fog(z) =

b) f(z) =2Inz et g(x) = exp(1)

‘Df :]O,Jroo[‘, ‘D =R*| et on a aussi car pour tout z € D, =R*, g(x) > 0. De plus,

¥ € R, | fog(x)=2In(exp(l/z)) = 2/

c) f(z)=Vz—Tet g(z) = H.
Di={zeR|z-1>0}= methf{zERerl#O}fMDonc
Diy=lae Dy lgl0) €D} ={a e R a2 Lot 1y 21},

Or, si x # £1,

1
2 —1

>1 = (22-1>0 e 1>22-1) ou (22—1<0 et 1<z?-1)

<= 1<x2<2 ou 2<$2<1
= 1<2?<2
< —

<= \/_ <z ou 1<x<\/§.

Donc | Doy = [~V2, =1[U]1, V2] |, et pour tout & € Doy,

1 2— 22
ng(z)\/xQ—ll\/xQ—xl'

Exercice 6. f(r) = 2% — 3, g(z) = V/x + 3. Les domaines de définition de f et g sont respectivement

Dy =R (car f est polynomiale) et Dy={zeR|z+3>20}=[-3,+0]
Le domaine de f o g est
Dyog ={z € Dy | g(x) € Dy} = {z € [-3,+00[ | Vo +3 € R} = [-3,+o0],

et
Vo € [-3, 400, fog(z)= (\/1:4—3)2—3:1:.



Le domaine de g o f est
Dgof:{:cEDf|f(x)€Dg}:{z€]R|z273€[73,+oo[}:]1§,

et

Vz € R, go f(x) = Va2 —3+3= Va2 =z

les fonctions f o g et g o f ne sont donc pas les mémes (d'une part parce que leurs domaines de définition respectifs
sont différents, et d’autre part parce que pour z € [-3,0[, fog(z) =x # —x = |z| = g o f(z) (une seule de ces deux
raisons suffirait & conclure que fog # go f).

Exercice 7. f(z) = 2% — 3z.
f(0) = f(v/3) = 0, donc 0 a au mois 2 antécédents distincts par f (en fait, il y en a 3, qui sont —/3,0,/3), et donc
f n’est pas bijective de R sur son image.

Exercice 8. Vz € R, f(x) = %,
a)Vz eR, f(—z) = H*(zfcy = —ﬁfﬁ: —f(x), donc f est impaire.

b) Si x € R, f(z) = 0 si et seulement si z = 0, donc 1'unique antécédent de 0 par f est 0 :| f~+({0}) = {0}|.

c) Soit y # 0. Alors x € R est solution de I'équation f(z) = y si et seulement si 2z = (1+22)y, c’est & dire %x =1+422
Cette équation est une équation polynomiale de degré 2 en x, qui se réécrit :

2
2 —Zr4+1=0.

Y

2\ 2 1 1— 2
A:(——) —4-1-1=4(—2—1)=4 L.
y y y

Si y? > 1 (c’est a dire y €] — 0o, —1[U]1, 4+00[), on a donc A < 0, et ’équation y = f(x) n’a donc pas de solution
réelle, c’est a dire que y n’a pas d’antécédent par f.

On calcule le discriminant :

Siy?=1 (cest aditey=—1ouy=1), A=0,et I'équation y = f(z) a une unique solution, donnée par
2 1
=y 1
2y
Autrement dit, 'unique antécédent de y = 1 par f est x = 1, 'unique antécédent de y = —1 par f est x = —1.

Si y?2 < 1 (c’est a dire y €] — 1,0[U]0, 1], puisqu’on supposé au début de cette question que y # 0), I’équation
y = f(z) a deux solutions, données d’une part par

2/y+v40-y?)/y? 1 1—y?
= — 4 NI
2 Y Y
(avec un signe + si y > 0 et un signe — si y < 0), d’autre part par

Lo Yy VAL )y L Vg

2 Yy Yy

(avec un signe — siy > 0 et un signe + si y < 0). Quel que soit le signe de y €] — 1,0[U]0, 1[, ¥ a donc deux antécédents
par f, donnés par

14 /11— 2
r=——|
y

d) On a vu dans les questions précédentes que tout y € [—1, 1] avait au moins un antécédent par f, et par contre que

siy & [—1,1], y n’avait pas d’antécédent par f. Donc I'image de f est | f(R) = [-1,1] |

e) Si0<y<1,onaévidemment

y<1<1l4+/1-—2

Onaaussi 0 <y? <1,donc 0 <1—9%<1,etdonc/1—5y2<1,cesta dire
0<1—+1-—92
Enfin, en multipliant 'inégalité /1 —y < /1 + y par v/1 —y, on obtient 1 — y < /(1 + y)(1 — y), d’ott on déduit

1—+/1—-92<uy.
0<1l—V1-y?<y<l4+1-—y2%

On a donc montré



En divisant membre & membre ces 3 inégalités par y (on rappelle que y > 0), on obtient

f) Si —1 < y < 0, appliquons le résultat de la question e) & —y €]0,1]

0<f—f,/ 71<1<——+\/

En multipliant ces inégalités par —1, on obtient

1 /1 1 /1
- =z l<-1<-+,/5-1<0.
Y Yy Y Y

g) Si y €0, 1], la question e) nous permet de localiser les deux antécédents de y par f trouvés & la question c). En

effet,
! L 1 €]0,1] 1+,/1 1 €1, +o0]
- 5 ) ) - 5 , TOO!.
Yy y? Yy y?

Siy €] — 1,0[, on utilise de la méme fagon le résultat de f) pour en déduire

1 1
=/ —1€]-00,-1], —+,/——1e
y y

Alinsi, on va montrer que la restriction de f & I = [—1,1] est bijective de I sur f(R) = [-1,1]. En effet, on a vu :
e y = —1 a un unique antécédent par f : x = —1 (Cf question c), cas y% = 1)
e siy €]—1,0[, parmi les deux antécédents de y par f dans R, un seul appartient & [—1, 1], & savoir z = iJr y% -1
e y =0 a un unique antécédent par f : x = 0 (Cf question b))
e siy €]0, 1], parmi les deux antécédents de y par f dans R, un seul appartient a [—1, 1], & savoir x = %f y% — 1.

e y =1 a un unique antécédent par f : = 1 (Cf question c), cas y* = 1)

fir est donc bijective de | I = [—1,1] |sur f(R) = [~1,1], et Vy € [-1,1],

-1 si y=-1
L+ /r -1 sioyel-1,0]
fTly)=1 0 si oy =
i— y—12—1 si y€]0,1]
1 si o y=1
On peut simplifier cette expression en
L4/ —1 st ye[-1,0]
fTHy) =4 0 st y=0
S =/ — 1 stoyelo]]

Exercice 9. M (t) = Mge9:000436¢,
Soit T' le temps au bout duquel la masse sera divisée par 2. On cherche donc T" solution de I’équation

qui s’écrit aussi
_ Moy
Moe—0:000436T _ =2
T est solution de cette équation si et seulement si e=%000436T =1 /2 (car My > 0), c’est a dire
~0,000436T = In(1/2) = — In2,
ou encore
In2

0.000436 1090 ans

Le temps supplémentaire T" qu’on doit attendre pour que la masse soit a nouveau divisée par deux vérifie



c’est a dire
M06—0,000436(T+T) _ M(T)

2 b
soit ( )
_ _ = M(T
Moe 0,000436T ,—~0,0004367 _ .
N — 2
M(T)
—0,000436T

En divisant membre & membre par M (T'), on trouve que T vérifie e = 1/2, c’est a dire la méme équation
que celle qui nous a donné T'. Donc T' = T'. On aurait pu anticiper ce résultat en remarquant que le temps 7' calculé
précédemment ne dépendait pas de My. T est le "temps de demi-vie” de ce composant radioctif.

Exercice 10. On cherche une fonction f connaissant g et fog.
a) g(x) = tan § n’est bien défini que lorsque z/2 est dans le domaine de définition de la fonction tangente, c’est a dire
quand x/2 n’est pas de la forme § 4 k7 ot k € Z. Donc z est dans le domaine de définition D, de g si et seulement

si x n’est pas de la forme w4 2km, ou k € Z. Autrement dit,
Dy, =R\{r+2kr | ke Z}.

On cherche une fonction f telle que Vo € Dy, f o g(x) = sinz. Or, pour tout € Dy, on a :

sinz = 2sin(x/2) cos(x/2) (on utilise la formule trigo :sin(2a) = 2sinacosa, pour a = x/2)
i 2
= 2% cos(z/2) cos(x/2) (si @ € Dy, cos(z/2) #0)
= 2tan(z/2) cos®(x/2)
1 1 cos’a +sin®a  cos’a  sin’a
=2t N iacD,, = = =1+ tan?
an(z/ )1 + tan?(z/2) (car si a 9" cos? a cos?a co?a | cota +tan®a)

= f(tan(z/2)) = f(g(x)),

avec

b) On cherche une fonction f telle que pour tout z € R, cos(2z) = f(g(x)) avec g(x) = sin® z. Or pour tout = € R,
on a
cos(2z) = 1 —2sin*z = f(sin® z) = f(g(w)),

en choisissant

fly)=1-2y|

Exercice 11.
a) On va utiliser le résultat suivant :
Lemme. Si a € R, les solutions de l’équation cosx = cosa sont les x € R tels que

rz=amod 2r ou x = —a mod 27.
Ici, pour z € R, on a donc

cos(bx) = cos(2w/3 — 1) <= Hxr=27w/3 — 2z mod 2r ou bHxr=—(27/3 —x) mod 27
<= 6z =27/3 mod 2r ou 4z = —27/3 mod 27

<:>‘z:7r/9mod7r/3 ou z:—ﬁ/ﬁmodﬂ/Q‘

x est donc solution de notre équation si et seulement si, modulo 27, x est égal a I'un des nombres suivants :
/9, 7/9+7/3=4x/9, 7/9+2nx/3 ="Tn/9, 7/9+ 7 =107/9, w/9+ 4n/3 = 137/9, 7/9 + 57/3 = 167/9,
—7w/6, —m/6+7/2=7w/3, —7/6+ 7 =57w/6, —7/6+ 37/2 = 4w/3.
b) Considérons le trindme du second degré 2X?2 — 9X + 4. Son discriminant est
A=(-9)2—-4-2-4=49=T17°

Ses racines sont % =4 et % = % Comme son coefficient dominant est positif, on sait que 2X?2 —9X + 4 est positif
quand X n’est pas entre les racines. Autrement dit, si X € R,

2X2 - 9X +4>0 <= X €] —o0,1/2[U}4,+o0[.



On va chercher les solutions de I'inégalité 2 cos?(z) — 9cos(x) + 4 > 0 dans lintervalle [0,27]. Comme la fonction
cosinus est 2m-périodique, pour avoir les solutions sur R, il suffira de translater d'un nombre entier de fois 27 celles
obtenues sur 'intervalle [0, 27].
Si @ € 0,27,
2cos?(z) —9cos(x) +4>0 <= X =cosz €] —o0,1/2[UJ4, +oo|
<~ cosz €[-1,1/2]
— 1z €ln/3,57/3.

Et donc si x € R,

2cos?(z) —9cos(x) +4>0 <= Tk €Zxc|n/3+ 2kn, 5r/3+ 2kn[|.

Exercice 12.

a) a(x) = Arcsin(sin(z)).

¥z € R,sinz € [~1,1] = Dagesin. Donc [ D, =R

La fonction Arcsinus étant définie comme la bijection réciproque de la restriction de la fonction sinus a [—7/2,7/2],
ona:

‘VIL' €[-n/2,7/2], a(x)=2x ‘

Pour z € [r/2,37/2], on a d’une part que m — x € [—7/2,7/2], et d’autre part que sin(m — x) = sinz. Donc, d’apres
ce qui précede,

‘Vz € [n/2,37/2], a(z) = Arcsin(sinz) = Arcsin(sin(r —z)) =7 — ‘

Comme la fonction sinus est 27m-périodique, la fonction a 1'est aussi. Cela se traduit par le fait que le graphe de a est
invariant par translation suivant le vecteur (2, 0).

/21 $

—3n/2 -« —7/2 /2 T 37 /2

+-—7/2

d) d(z) = sin(Arcsin(z)).
Le domaine de définition de d est Dy = {& € Daycsin | Arcsin(z) € Dgn} = {x € [-1,1] | Arcsin(z) € R}, donc
Dy =[-1,1]| De plus, pour tout € [—1,1], Arcsin(z) est défini comme 'unique antécédent de = par la fonc-
tion sinus appartenant & 'intervalle [—7/2, 7/2]. Quand on applique la fonction sin & Arcsin(x), on retrouve donc x :
Vo e [-1,1], dz) ==

b) b(z) = Arccos(cos(z)).
Vo € R,cosz € [—1,1] = Darccos. Donc .
La fonction Arccosinus étant définie comme la bijection réciproque de la restriction de la fonction cosinus & [0, 7,

‘Vx e 0,7, b(x)= z‘

Pour z € [—7,0], on a d’'une part que —z € [0, 7], et d’autre part que cos(—z) = cosz (parité de la fonction cosinus).
Donc, d’apres ce qui précede,

‘Vm € [-m,0], b(xz) = Arccos(cosx) = Arccos(cos(—z)) = —x ‘

Comme la fonction cosinus est 27-périodique, la fonction b l'est aussi. Cela se traduit par le fait que le graphe de b est
invariant par translation suivant le vecteur (2, 0).



4

e) e(x) = cos(Arccos(z)).

Le domaine de définition de e est D, = {& € Darccos | Arccos(z) € Deos} = {x € [-1,1] | Arccos(x) € R}, donc
D, =[-1,1]| De plus, pour tout € [—1,1], Arccos(z) est défini comme 'unique antécédent de z par la fonc-
tion cosinus appartenant & lintervalle [0,7]. Quand on applique la fonction cos & Arccos(x), on retrouve donc x :
‘Vl’ e-1,1], e(z) == ‘

¢) c¢(z) = Arctan(tan(z)).

Le domaine de définition de la fonction Arctan est R, donc celui de la fonction ¢ est le méme que celui de la fonction
tangente, & savoir ‘ D.=R\{n/2+knm, ke Z} ‘

La fonction Arctan étant définie comme la bijection réciproque de la restriction de la fonction tangente & | — /2, 7/2],
ona:

‘Vl’ el—n/2,7/2[, c(z)== ‘

Par ailleurs, la fonction tangente est m-périodique, donc la fonction ¢ Iest aussi. Cela se traduit par le fait que le
graphe de a est invariant par translation suivant le vecteur (, 0).

/24 %

—3n/2 —r/2 /2 ™ 37/2

+-—7/2

f) f(z) = tan(Arctan(x)).
Vo € R, Arctan(z) €] — /2, 7/2[C Dian. Donc le domaine de définition de f est . Pour tout = € R, Arctan(z)

est I'unique antécédent de x par la fonction tangente appartenant a Uintervalle | — w/2,7/2[. Quand on applique la

fonction tangente & Arctan(x), on retrouve donc x : ‘Vw ER, f(z)==x ‘




Exercice 13.

a) a(z) =In (In (e*")).

Soit 2 € R. Alors e® > 0, donc e¢” > ¢ = 1. Donc 1n( ) > In(1) = 0, et donc € D,. On a montré l'inclusion
R C D,, donc | D, =R] , la(z) = In( \
b) b(z) = & "Hs"

Dy={x>0] Inz #0, lnz >0} =|]1,4+00[| De plus, pour tout « € Dy,

b(z) = exp (W -1nz> = exp (In(ln(z))) = Inx.

Noter que pourtant, le domaine de définition de b est strictement plus petit que celui de In.
¢) c(z) = cos(3Arccos(z))
D, = {x € Darccos, 3Arccost € Deos} = Darccos = |[—1,1] | En utilisant I’égalité cos(Arccosz) = x (Cf exercice 12,

question e), et en utilisant successivement les formules
e cos(a +b) = cosacosb —sinasinb,
e cos(2a) = 2cos?a — 1,
e sin(2a) = 2sinacosa,
e sin’(a) =1 —cos?a

on calcule, pour tout z € [—1,1] :

c(x) = cos(3Arccos(x)) = cos(Arccos(x)) cos(2Arccos(z)) — sin(Arccos(x)) sin(2Arccos(z))
= 2(2 cos?(Arccos(x)) — 1) — sin Arccos(z) - 2 sin(Arccos(z)) cos(Arccos(x))
x(22? — 1) — 2sin?(Arccos(z)) - =
z(22% — 1) — 2(1 — cos?(Arccos(x))) - =
(22 — 1) = 2(1 — 22 = 22° — 2 — 22 + 22° = 42% — 32.

Donc | Vz € [~1,1],¢(z) = 42 — 32|
d) d(z) = cos(Arctan(x)).
Dy =R comme composée de fonctions définies sur R. De plus, si x € R, on a :

d(x) = Vcos? Arctanz (car Arctan(z) €] —7/2,7/2], et donc cosArctan(z) > 0)

1 1
= ace a la fo le trigo =1+ tan®
\/1 + tan?(Arctanz) (er FIHHEC 80 os? +tana)

1 1
1+22  J1+a2
e) e(x,y) = cos (Arcsin(z) + Arcsin(y)).

Six € [~1,1], Arcsinz € [~7/2,7/2], donc cos Arcsinz > 0. Comme par ailleurs cos? Arcsing 4 sin? Arcsinz = 1, on a
donc

cos Arcsinz = \/1 — sin? Arcsinz = \/1 — x2,

Dans le calcul suivant, on utilise cette derniere formule, pour x € [—1,1] et pour y € [—1,1] :

e(x,y) = cos Arcsinz cos Arcsiny — sin Arcsinz sin Arcsin

=(V1—a22y/1—y%2—2ay|

£) f = Arcsin(3/5) + Arcsin(4/5).
D’apres la question précédente,

cos f =+/1—(3/5)2\/1 — (4/5)2 — (3/5) - (4/5) = /1 — 9/25\/1 — 16/25 — 12/25 = 1/16/251/9/25 — 12/25 = 0.

De plus, Arcsin(3/5) et Arcsin(4/5) sont tous les deux dans l'intervalle [0, 7/2] (parce que 0 < 3/5,4/5 < 1). Donc
f €0, 7]. Le seul nombre entre 0 et 7 dont le cosinus vaut 0 est /2. Donc .

Exercice 14.
a) exp(2In(z)) = 9. = est solution de 1’équation si et seulement si z > 0 et 2In(x) = In(9) = In(3%) = 2In3, c’est a

dire .
b) In (w) = 0.

y+2
6)(y+3)

y est solution de I’équation si et seulement si y # —2 et (y+y+2 = 1. Cette derniére équation se ré-écrit (y+6)(y+3) =



y+2, soit y? + 9y + 18 = y + 2, c’est & dire y? + 8y + 16 = 0, ou encore (y + 4)? = 0. L’unique solution de 1’équation
est donc .

c) In(y +6) —In(y +2) +1In(y + 3) = 0.

Si y est solution de 'équation c), alors y +6 > y +3 > y+ 2 > 0, et y est aussi solution de I’équation de b), donc
y = —4. Ces contraintes sont incompatibles, puisque —4 + 2 < 0. Donc ’équation n’a pas de solution.

Exercice 15. Dans chaque question, on peut voir sur le dessin, pour la fonction définie pour # € R par f(z) = 23 :
le graphe de f en pointillés, le graphe de la fonction correspondant a la question en trait plein.

a) a(x) = f(z +2).

Soit (z,y) € R2. Alors

() €Cq <= y=ua(z)=f(z+2) <= (z+2,y) €C; <= (z,y)+(2,0) €Cy <= (z,y) € (—2,0) +Cy.

C, est obtenu par translation de Cy suivant le vecteur (—2,0).

b) b(z) = — f(z + 2).
Soit (x,y) € R2. Alors

() €C, <= y=blzx)=—f(z+2) = —y=fz+2) < (r+2,—y) €y <= (z,—y) € (—-2,0)+Cy.

Cp est obtenu & partir de Cy en faisant une translation de Cy suivant le vecteur (—2,0), puis une symétrie par rapport
a ’axe des abscisses.

&) ela) = —(a)
Soit (x,y) € R2. Alors

(,y) €Cc = y=cla) =—f(r) < —y=f(x) < (z,—y) €Cf.

C. est obtenu par symétrie de Cy par rapport a 'axe des abscisses.
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d) d(z) = 2f (x).
Soit (z,y) € R2. Alors

(z,y) €Cq <= y=d(z) =2f(z) <= y/2=f(z) <= (x,y/2) € Cy.

Donc a chaque point (z,y) € C; correspond un point (z,2y) € Cq. Cq est obtenu en «dilatant d'un facteur 2> les
ordonnées des points de Cy.

e) e(z) = f(z/2).
Soit (z,y) € R2. Alors
(0,9) €Cc = y=ela) = f(2/2) = (2/29) €C;.

Donc & chaque point (z,y) € Cy correspond un point (2z,y) € C.. C. est obtenu en «dilatant d'un facteur 2> les
abscisses des points de Cy-.
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g) g(z) = f(22).
Soit (x,y) € R2. Alors
(z,y) €Cy —= y=g(z) = f(22) < (2z,y) € Cy.

Donc & chaque point (x,y) € Cy correspond un point (x/2,y) € Cq4. C, est obtenu en «divisant par 2> les abscisses
des points de Cy.

Exercice 16. C(t) = 1+i%ot'
11

On connait bien le graphe de la fonction définie pour ¢ > 0 par f(t) = 1/t. Pour t > 0, C(t) se rééerit C(t) = ¢ ——— =
5Co

%f(k—éo + t). En s’inspirant de ce qu’on a vu a lexercice 15, questions a) et d), le graphe de C' s’obtient & partir de
celui de f en le «<translatant de 1/(koC) vers la gauches, puis en dilatant d’un facteur 1/k les ordonnées. Par ailleurs,
C(0) = Cp.

OO\\

Exercice 17.
Pour z > 1, |x — 1| =z — 1. Donc

2 +le—1-1 2®+2-1-1 (z—1)(z+2)

= 2.
r—1 x—1 x—1 T
Donc )
—-1/-1
i STl e
z—1, x>1 r—1 rz—1, x>1
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La limite & droite de la quantité qu’on considere est 3.
Pour z — 1, |x — 1| = —(« — 1). Donc

P +ljz—1-1 2% -

(zfl)—lz(:p—l):p

=z
r—1 r—1 z—1
Donc )
T r—1/ -1
lim L: lim x=1.
rz—1, <1 x—1 rz—1, x<1
La limite a gauche de la quantité qu’on considere est 1.
.2 1=
La limite & droite et la limite & gauche étant différentes, % n’a pas de limite quand z tend vers 1.
Exercice 18.
a)
2 . .2
sin”(x sin(z sin“(x
Pour z # 0, (z) = (z) sin(x), donc lim (=) =0}
X X z—0 X
M —0
3:61 —0
b)
sin(4x sin(4x sin(4x
Pour = # 0, ( ):4- ( ), donc limyzél.
T 4x z—=0 I
N——
—1
x—0
c)
3sin(z) + 2z sin(x . 3sin(x) + 2
Pour x # 0, #: . ( )+2, donc hm#:E\.
x x—0 x€X
~——
—1
x—0
d)
tan(z)  sin(z) 1 . tan(z) 1
Pour x €| — /2, 7/2[\{0}, = . , donc lim =—|
] /2:7/20\{0} 3z x  3cos(x) =0 3z 3
——
a:zll j}l/B
e)
sin(2x 2sinz cosx sinx sin(2z
Pour z €] — w/2,7/2[\{0}, (22) = =2 — 2, donc lim (22) =
x cos(z) T COST T 20 -0z cos(x)
f)
02 2 (2
sin(z sin(x sin(x
Pour = # 0, ( ): (2) T donc lim ( ):O.
€T €T x—0 xT
N—— —0
— xz—0
x—0
Exercice 19.
In(z*
a) Par croissances comparées, | lim (3 ) =0
rx—4+oc0 I
b) Pour x > 0, 2% — In(z) = 22 (1 — 12—29”) . Comme 22 — 400 et comme, par croissances comparées, T—f — 0,
T—+00 T—+00
li 21 = :
Jim (2%~ In(z)) = +o0
c) Par croissances comparées, | lim z'lnz =0]|.
z—0t
e$+3
d) e*t? — ¢? > 0, donc | lim —— = +00
z—0 rz—0t T
1
e) X = — 4 —— —o0 et, par croissances comparées, %67ﬁ — —XeX — 0.Donc|lim—e = =0
T 20 z X——o00 =012

f) Pour tout z # 0, —1 < sin(1/x) < 1, donc —z? < 22 sin(1/z) < 2%, Or 422 — 0 done, d’apres le théoréme des
T—>

gendarmes,

x—0 x

1
lim z2 sin(=) =0
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g) Pour z > 0, 22 —x 4 cos(l/z) = 2> (1- = + — cos(1/z) ). La derniére limite vient du théoreme des
x x
— +oo ~~ ——
erfeo — 0 — 0
xr—4o0 xr—4o00
gendarmes, car pour tout x > 0,
1
- < —cos(l/z) < —

et £1/22 — 0. Au total, 2

lim (x
r— 400

T—r00

— x4 cos(1/z)) = 400

h) Inz — +o0, donc =

Tr—r+00

i) Pour tout = # 1, ””;:11 =z +1, donc

— 0, donc sin (1—) — 0, donc
z— 400 nzx

L lim exp(sin(1/1n(z))) = exp(0) =1

Tr—r+0o0 T—r00
.I'2 —
lim =lim(z+1)=2|
z—1x —1 z—1
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