UM HAS101X - Outils mathématiques 1

Feuille TD 4 : Dérivation

Exercice 1. Trouver des réels a et b de maniere a ce que la fonction f définie sur

R, par
f() :{ Ve

ax? +bx+1
2. Etudier la dérivabilité des fonctions définies sur R

2023-24

si0<z<1
sizx>1

soit dérivable sur R .

Exercice de la maniere

suivante :
z?cos(r) sizeR* sin(z)sin(1) siz € R*
a)“(x)_{o sz=0  PD=1{ sz =0
R ) Neevr=s G
exp(—=5) siz€eR LVT — 2Tl 1
C)C(x)_{o ) siz=0 d)d(x)_{l o :ii1

Exercice 3. Soit f la fonction définie sur R par

Zsin(l) sizeR*

T
f(x):{() ’ sizx=0

Montrer que f est dérivable sur R, calculer f’, et montrer que f’ n’est pas continue
en 0.

Exercice 4. Donner les domaines de définition, les domaines de dérivabilité et les

dérivées des fonctions suivantes :
b) b(z) = Va2 +1

a) a(z) = Tz* — 1223 +
d) d(z) =In (2* - 2) e) e(z) = sin(2z) cos(7x)

g) g(z) = /1 +a%sin®(z) h) h(z) = Eigﬁfﬁ;ﬂ

j) j(x) = (z(z —2))1/3

1+4sin(x)
n (1—2111(2))

Exercice 5. En utilisant la dérivation, montrer :
a) pour tout x € [—1,1], arcsinz + arccosz = 3

* 1 o
b) pour tout € R*, arctan x + arctan ;- = signe(z)%
Exercice 6.
a) Soit x €]0,1[. Appliquer la formule des accroissements finis & la fonction In entre
x et 1, et conclure que pour tout z €]0,1], Inz < x — 1.

b) Cette derniere inégalité reste-t-elle vraie pour « > 17

Exercice 7. Soit a,b,c € R, et f: R, — R définie par

aexp(bt
ity = o0
¢ + exp(bt)
a) Montrer que pour tout t € Ry, f(t) = W.

b) Exprimer f(0) et , lig_n f(t) en fonction des constantes a, b, c.
—+oo

c) Calculer f’ et dresser le tableau des variations de f.

d) Déterminer I'image f(R.) de f et justifier que f réalise une bijection de R, sur
fR4).

e) Tracer I’allure du graphe Cy de f.

f) Donner I’équation de la tangente & C; au point de Cy d’abscisse 0.

g) On suppose que f(t) décrit la concentration au cours du temps d’un produit d’une
réaction chimique. Quelle est la signification de a? A quelle condition sur ¢ peut on
espérer que la concentration soit doublée au cours du temps? Sous cette condition,
au bout de combien de temps la concentration est elle doublée ?

Exercice 8. Soit f : R — R définie par
f(@) = (1+2)e .

a) Montrer que f est deux fois dérivable, et calculer f’ et f”.

b) Etudier les variations et la convexité de f.

c) Tracer allure du graphe de f.

d) Justifier que I’équation f(z) = —1 admet une solution. Est-elle unique ?

e) Montrer que fjg, réalise une bijection de Ry sur ]0,1]. Quel est le domaine de

définition de sa bijection réciproque ? Tracer le graphe de ( fIr +)_1.

_ _ A
f) Montrer que (f‘RJr) " est dérivable en y = 2/e, et calculer ((f‘RJr) 1) (%)
Exercice 9. La distance qui sépare 2 molécules résulte d’'un équilibre entre une force
attractive en T% et d’une force répulsive en T% Le potentiel correspondant est donné
par la fonction ( R — R
Ve +

o= ()03
Cela signifie que la force d’intéraction entre les molécules lorsqu’elles sont a une
distance r l'une de lautre est donnée par F(r) = V'(r) (la force est attractive si
F > 0, répulsive si F' < 0).

a) Calculer les limites de V en 07 et en +oo0.

b) Donner le tableau des variations de V et tracer son graphe. Quelle est la distance
d’équilibre entre les molécules?



Exercice 10. Dans une pile électrochimique, la différence de potentiel E entre les
électrodes et l'intensité i qui traverse la pile sont liées par la formule

E(i) = E® + Cln-—2¢

1q —

o E° € R, C > 0 sont des constantes, ainsi que i. < 0 < i, (intensités limites
respectives de la cathode et de ’anode).

a) Etudier les variations et la convexité de E :]i., i,[—> R (on calculera notamment
les coordonnées des éventuels points d’inflexion de E).

b) Tracer l'allure du graphe de E.

c) Donner 'image F(Jic,i,[) de E. Justifier que F réalise une bijection de |ic, i4[ sur
E(Jic,ia]), et expliciter la bijection réciproque.

Exercice 11. On munit une plage d’un repére orthonormé (0,;,5) Le sable couvre
le demi-plan y < 0, ’eau le demi-plan y > 0. Un maitre-nageur se trouve au point de
coordonnée (0,0). Un baigneur se noie au point de coordonnée (100, 60) (les abscisses
et les ordonnées sont mesurées en metres). Le maitre nageur court a une vitesse de
5m.s~!, et nage a une vitesse de 3m.s~!. En quel point doit-il entrer dans I’eau pour
secourir au plus vite le baigneur ? Combien de temps met-il & arriver sur place ?

Exercice 12. On veut construire une boite cylindrique qui soit aussi bien isolante
que possible, sachant que les échanges thermiques avec ’extérieur sont proportionnels
a la surface de la boite.

a) Exprimer le volume et la surface de la boite en fonction de la hauteur h du
cylindre et du rayon r de sa base.

b) On veut que le volume de la boite soit de 1L (1dm?). Sous cette contrainte, quelle
relation lie r et h? Réexprimer la surface de la boite en fonction de r dans ce cas.
c) Quelle valeur du rayon r permet d’avoir la plus petite surface? Quelles sont la
surface et la hauteur correspondantes ?

Exercice 13. On veut tailler une poutre dans un tronc cylindrique de diametre
D. La résistance de la poutre obtenue est proportionnelle au produit de 'aire de
sa section (un rectangle de largeur ! et de hauteur h) par sa hauteur h. Quelles
dimensions donner a la poutre pour maximiser sa résistance ?

Exercice 14. On considere la fonction définie pour 2 € R par f(z) = 22 — 1. Si
a € R, on note T, la tangente au graphe de f au point de coordonnées (a, f(a)).

Le plan est muni d’un repére orthonormé. Si a €]0, 1], on note S(«) laire de la surface
délimitée par T, ’axe des abscisses et ’axe des ordonnées.

Pour quel « €]0,1] S(«) est-elle minimale ? Quelle est la valeur minimale prise par
S(«) quand « varie dans ]0,1] 7

Exercice 15 Montrer qu’il existe une fonction e, définie sur [—1,4o00[ et telle que
e(z) — 0, telle que
T—

2
\/1+x:1+£—x—+x25(x).

Ve >1,
. 27 %

Exercice 16. Calculer les limites suivantes :

2
. e

a) lim Soszoe”
z—0 x

. inaz— —eo’ . /2 TTx
b) hm2smm 2In(l+x)—e” 41 C) hme = 14z

3
z—0 x x—0

. Sil’lZ(ZL’) . 4 1 4 22
d) I e e) IEEPOO (x ﬂ_ "+ 7)
f) lim (554 1—L -ty fUQ) g) lim (m4 1- % -2+ %)

T—+00 z T—+00



