UM HAS101X - Outils mathématiques 1 2023-24

Corrigé de la Feuille TD 5 : Intégration

Exercice 1.

a) a(z) = (z* + 2z + 2)(z® + 522 + 10z + 1)1/4,

On commence par se poser la question de savoir le domaine sur lequel a est défini, et donc sur quel intervalle cela a un
sens de calculer une primitive de a. Le domaine de définition de a est D, = {x € R,u(z) > 0} ol, pour tout z € R,
u(x) = 2°+52%2+102+1. u est polynomiale, donc de classe C* sur R, et Vz € R, v/ (z) = 52 +102+10 = 5(z* +21+2),
u”(x) = 5(4a® +2) = 20(z> +1/2). u”(z) est donc négative pour x < —1/2'/3, positive pour x > —1/2'/3. Donc v/ (x)
atteint un minimum en z = —1/2'/%. Ce minimum vaut u'(—1/2"/%) = 5(3 525 — 2585 +2) = 5(2 — =35) > 0. Donc
u'(z) > 0 pour tout x € R, et donc u est strictement croissante sur R. Comme u(x) oo oot u(z) el +00, u

est bijective de R sur R. En particulier, ’équation u(z) = 0 a une unique solution, qu’on note g (on peut voir, par
méthode de dichotomie par exemple, que zg ~ —0,1). On conclut que D, = [z, +0o0]. On calcule donc les primitives
de a sur Dy, en faisant le changement de variables

w=a"+522+ 10z + 1.

Alors
d
du = (5z* + 102 + 10)dz = 5(z* + 2z + 2)dz, d’on ?u = (2" + 22+ 2)dx

et donc, pour x € D,,

du 1 1u?/4 4
/(ac4+2x+2)(m5+5m2+10x+1)1/4d$:/ul/‘l?u :3/u1/4du:—u—+C:—u5/4+C.

Les primitives de a sur [xg, +00[ sont donc de la forme

4
/a(z)dz = 2—5(505 +522 + 10z + 1)°/4 + C,

ou C € R est une constante quelconque.

b) b(z) = 243

On calcule les primitives de b sur | — oo, —2[ ou sur | — 2, +o0] :

241 1
T+ 2 T+ 2 T+ 2

donc les primitives de b sur | — co, —2[ ou sur | — 2, 400[ sont de la forme

/b(z)dz:x+ln|z+2|+0,
ou C' € R est une constante quelconque.

Remarque. En écrivant « + 3 sous la forme  +3 = (z 4+ 2) + 1, on a fait la division euclidienne du numérateur
x + 3 par le dénominateur x + 2. Il peut étre avantageux de faire une telle division euclidienne a chaque fois qu’on

cherche a calculer la primitive d’une fonction de la forme %, ou P et Q sont des fonctions polynomiales telles

que le degré du polynoéme P est supérieur ou égal a celui de Q. Cette méthode consiste & écrire P(z) sous la forme
P(z) = A(2)Q(z)+ R(z), ot A(z) et R(x) sont des polynmes en z et ol le degré de R est strictement inférieur a celui
de Q. Alors,

Plx) _ A(@)Q(x) + R(x) R(x)

Q(x) Q(x) Q(z)
Iei, P(z) =243, Q(z) =x+ 2, A(z) =1, R(z) = 1. Voir aussi la question d).

= A(z) +

c) c(x) = sy lnl(w).

On calcule les primitives de ¢ sur ]0, 1] ou sur |1, +oo] en faisant le changement de variables

u=Inx.
Alors J
du = <=
T
et

1 d
/ dx:/—u:1n|u|+K,
zlnzx U



donc les primitives de ¢ sur ]0, 1] ou sur |1, 400 sont de la forme
/c(ac)dac =In|lnz| + K,

ou K € R est une constante quelconque.

_ m3+3m2+5m+1
d) d(z) = =5+
On commence par faire la division euclidienne du numérateur par le dénominateur (cf correction de la question b) :

2 4+ 322 + 5z + 1 |z+2
o 3 + 222 224+ z+3
22 + bBr + 1
e 22 4+ 2z
3r + 1
e 3x + 6

La conclusion de ce calcul est que

234322 50+ 1= (2 + 2+ 3)(x+2) -5

3432245 1 2 3 2)—5 5
/””+x+x+ dac:/(x to+3)z+2) dx:/ P rr+3-——),
T+ 2 T+ 2 T+ 2

Donc

et donc les primitives de d sur | — oo, —2[ ou sur | — 2, +00[ sont les fonctions de la forme

3 1,2

/d(x)dx:%+?+3zf5ln|z+2|+0,

ou C' € R est une constante quelconque.

f) f(z) = &=
Le domaine de définition de f est R*. On va donc calculer les primitives de f sur | — 0o, 0[ ou sur ]0, +oo[. On le fait
par changement de variable, en posant

u=e",

e du
/em_ldzf/u_1f1n|u71|+c.

Donc les primitives de f sur | — oo, 0 ou sur |0, +oo[ sont les fonctions de la forme

et donc du = e*dx.

Alors

/f(x)dm =Inle* - 1|+ C,

ou C € R est une constante quelconque.
Remarque. Le changement de variable v = ¢” — 1 marche bien également.

g) g(x) = em—l_l
Le domaine de définition de g est R*. On va donc calculer les primitives de g sur | — oo, 0] ou sur |0, +o00].
lére méthode. On commence par réécrire g(x) sous la forme

et on fait le changement de variable

u=e 7,

1 e " —du du
/ez_ldzf/l_e_zdzf/l_uf/u_lf1n|u71|+C,

Donc les primitives de g sur | — 0o, 0[ ou sur |0, +oo[ sont les fonctions de la forme

et donc du = —e *dz.

Alors

/g(m)dm =lnle™™ - 1|+ C,




ou C € R est une constante quelconque.
2eme méthode. On fait le changement de variable

x

v=e et donc dv = e*dx, et de = — = —.

1
/ dx:/ 1 1dv.
et —1 v—1wv

Pour calculer cette primitive, on peut remarquer (voir la méthode utilisée & I'exercice 4, question a) que pour tout
v e R\{0,1},

Alors

11
(v—1ov wv—1

1
o'

et donc

1 1 1 ~ ~ T _1 ~ -
/ dw:/( ——)dU:1n|v—1|—1n|v|—|—C:1n|em—1|—1n|ez|+C:lnwﬁ-C:lnH—ez|—|—C,
v e

et —1 v—1

ot C' est une constante quelconque. On retrouve donc le résultat donné par la premiére méthode, et les constante C'
et C sont en fait les mémes .

h) h(z) = ze® .
On calcule les primitives de h sur R en faisant le changement de variable u = 22. Alors du = 2xdz, et

2 du et
e )
/:ce T /e 5 2+C’

Donc les primitives de h sur R sont les fonctions de la forme

1 2
/h(m)dm = 5635 +C,

ou C' € R est une constante quelconque.
2
Remarque. Le changement de variable v = e¢* permet aussi de mener le calcul a bien.

i) i(x) = 22z
i est définie sur ]0, +oo], intervalle sur lequel on calcule ses primitives grace au changement de variable v = Inz. Alors
du = 92 et

x ?

1 2
Hdac:/udu:u?—i—c.

xT

Donc les primitives de ¢ sur ]0, +o0o[ sont de la forme

ou C' € R est une constante quelconque.

) 3() = e
On calcule les primitives de j sur R en faisant le changement de variable u = cosz. Alors du = — sinxdz, et

/ sinx d / —du + LC
—— dxr= | —— = —arctanu .
1+ cos?zx 1+ u?

Donc les primitives de j sur R sont les fonctions de la forme

/j(z)dz = —arctan(cosx) + C,

ou C € R est une constante quelconque.

_ _ 2w41
On commence par remarquer que pour tout € R, 22 + 2 + 1 > 0. En effet, 22 + x + 1 est un polynome de degré 2,
de coefficient dominant positif, de discriminant —3 < 0. Donc on peut chercher les primitives de k sur R, en faisant le
changement de variable
u=z>+z+1. Alors  du= (2z + 1)dz,



et donc
20+ 1

T =
Vet +z+1

Donc les primitives de k sur R sont les fonctions de la forme

/k(m)d,r:Q\/acQ—l—x—i—l—i—C,

du —1/2 ul/?
T /u du 1/2+C Vu+C

ou C' € R est une constante quelconque.

1) l(w) = 1_‘_%.

. LS ’ 7 . x .
Pour chercher les primitives de [ sur R, on commence par réécrire [(x) sous la forme I(z) = Teyer = wopg- On fait

le changement de variable u = e* Alors du = e*dx, et

1 e’ du
/1+eizdx /eIJrldx /u+1 n(u+1)+C

Donc les primitives de [ sur R sont les fonctions du type

/l(:c)dx =In(e® +1)+C,

ou C' est une constante quelconque.
Remarque. Le changement de variable v = e® + 1 marche bien aussi. On peut aussi faire le changement de variable
w = e~ *, mais le calcul est un peu plus compliqué, comme dans la deuxieéme méthode de la question g).

_ 1
m) m(z) = 5
On cherche les primitives de m sur R. On commence par réécrire m de la maniere suivante :

11 11
mE) = I 1 AT

Puis on fait le changement de variable u = /2. Alors du = dx/2, et

1 1 1 1 1 1
— dr= |t dr == ——du= - arct
/$2+4x /4($/2)2+1 T 2/u2+1 U 2arcanu+0,

et donc les primitives de m sur R sont les fonctions de la forme
1
/m(ac)dx =3 arctan(z/2) 4+ C,

ou C' € R est une constante quelconque.

n) n(x) = \/4%7.

n est définie sur | — 2, 2[. C’est sur cet intervalle qu’on va en calculer les primitives. On commence par réécrire n sous

la forme
1 B 1

1 1
T VAi-2/4 2\ 1-(@22

On fait le changement de variable u = /2. Alors du = dx/2, et

= arcsinu + C.

el ikl e

Donc les primitives de n sur | — 2, 2[ sont les fonctions de la forme

/n(x)dx = arcsin(z/2) + C,

ou C € R est une constante quelconque.

1

0) o(@) = ="

Pour tout x € R, on a
3-2x—2’=4-1-2z-2>=4—(1+2)%



o est définie sur le domaine
Dy={zeR[4-(1+2)?>0}={zeR| —2<1+z<2}=]-31]
C’est donc sur cet intervalle qu’on va calculer les primitives de o. Pour tout « €] — 3, 1], on a

1
o(z) = m = n(u(x)),

ou n est la fonction de la question précédente et u(z) = z + 1. Comme u'(x) = 1, en introduisant la nouvelle variable
u=u(x), on a

/ m dx = / ))dx = /n(u)du = arcsin(u/2) + C,

et donc les primitives de o sur | — 3, 1[. sont les fonctions de la forme

1
/o(ac)dx = arcsin (%) + C,
ou C € R est une constante quelconque.

Remarque : si on n’avait pas fait la question n) avant, on aurait pu choisir de faire le changement de variable
v=(x+1)/2.

p) p(z) =
p(z) est deﬁ(i?fé:es lors que x n’est pas de la forme 7/2 + km, ot k € Z. Donc le domaine de définition de p est

D, —R\{ +kﬂ'|k‘€Z} U}—g—i—kzﬂ +/<:7r[
kez

On va donc chercher les primitives de p sur les intervalles de la forme ]—% +km, 5+ k:7r[, otk €Z. Onfixe k€ Z,!
et, pour = € }—g +km, 5+ k:7r[, on fait le changement de variable

T — km

u = tan

Noter que si z € | =% + km, 5 + kr |, alors £ Z=hT ] — /4, 7/4[, et donc u €] — tan T, tan Z[=] — 1, 1[. Alors,

1 —k 1 —k 1 2d
du:§ tan’ = 5 Wd,r:g (1 + tan? = 5 7r) d$:§(1+u2)dx, et donc d,r:Tz;Q.

k

Par ailleurs, cosxz = (—1)" cos(x — k) et

—k -k -k —k 1 —tan? 2=k 1 2
cos(x—knr):cost T a2 2T 220 (1—tan2$ W) = 2_ — Y

— sin = cos = .
2 1 + tan? —1’2’” 1+ u?

Donc

1 14+u? 2du & 2 & 1 1
dr = (—1 = (-1 du= (-1 d
/cosacz ( )/1—u21+u2 ( )/1—u2u (=1) / 1—u+1+u “

= (1) (=In(1 —u) +In(1 +u)) + C = (=1)*In 1+U+C

—Uu

Sur l'intervalle ]fg +km, 5+ kﬁ[, les primitives de p sont donc les fonctions de la forme

1+tan—
1ftan—

/p(ac)dac = (=1)*In

ou C' € R est une constante quelconque.

1
q) q(z) = 24z

Le domaine de définition de ¢ est [0,+o0[. On va donc chercher une primitive de ¢ sur cet intervalle, en faisant le
changement de variable

d d
u=+x. Alors du = & —x, et donc dx = 2udu.

2V 2u

1. En premiére lecture, pour bien comprendre le calcul, on peut se contenter de chercher les primitives sur | — /2, 7/2[, et donc prendre
k = 0 dans tout ce qui suit.




Donc

d 2ud 2 2)—4 4 d
/ S uu:/ (u+2) du:/ 2— du:2/du—4/ “ =2u—4In(u+2) + C.
2+ \/x 2+u u+ 2 u+ 2 u+2

Donc les primitives de ¢ sur [0, +00[ sont les fonctions du type

/q(ac)dx =2yx —4Iln(v/z +2) + C,

ou C € R est une constante quelconque.

Exercice 2.
a) a(x) =xzln.
Pour calculer les primitives de a sur ]0, +o0], on fait une intégration par parties en posant

u(z) = Inwz, v'(z) ==x.  Alors u'(x) = =, v(z) = —

2 1 2 2 1
/zlnxdx:x—lnx—/—x—dzzx—lnzf—/xdx,
2 T 2 2 2

et

donc

ou C € R est une constante quelconque.

b) b(xz) = z(Inx)2.
Pour calculer les primitives de b sur ]0, 400|, on fait une intégration par parties en posant

21 2
u(z) = (Inx)?, v'(z) =z.  Alors u'(z) = ne v(z) = %
T
ot 2 1 2 2
2
/z(lnx)de = x—(lnx)Q —/ Sy - z—(lnz)Q - /zlnzdz
2 z 2 2

La primitive qu’il reste a calculer dans le membre de droite est celle qu’on a calculé & la question a). Donc, en réutilisant
le résultat de a),

2 2 2
/b(x)dx = %(1111‘)2 - %1nz+ % +C,

ou C € R est une constante quelconque (pas la méme qu’en a).

c) c(z) = z(2x + 3)/3.
Pour calculer les primitives de ¢ sur [—3/2, +0o0], on fait une intégration par parties en posant

ysdw  1w'® 32w+ 3)Y8

2 24/3 8 ’

uw(x) =z, o(z)=2c+3)"3 Alors W(z)=1, v(z)= /(2x+3)1/3d:c = /w

ou pour calculer v(z), on a fait le changement de variable w = 2x + 3, et on a donc utilisé dw = 2dz, d’ott dx = dw/2.
La formule d’intégration par parties donne

3(2z + 3)4/3 3(2z + 3)4/3 3x(2x +3)¥/3 3 d
3x(2x +3)43 3 w'/3

- 8 T 16 7/3 +C,

ol on a réutilisé le changement de variable w = 2z + 3. Donc

/c(z)dz = %(Qz + 3)4/3 . %(Qx T 3)7/3 tK,

ott K € R est une constante quelconque. En écrivant (2z 4 3)7/% = (22 + 3)%/3 - (2z + 3), les primitives de ¢ peuvent
aussi s’écrire

3 3
c(x)dz = E(Qx +3)43 (142 — 322+ 3)) + K = E(Qx +3)43 8z —9) + K.



d) d(z) = 233" +1,
Pour calculer les primitives de d sur R, on fait une intégration par parties en posant

u(z) = 22, v'(z) = zede T, Alors u'(x) = 2, v(x) = /$63$2+1d1'.

Pour calculer v(z), on utilise le changement de variable w = 322 + 1. On a alors dw = 6xdz, donc zdr = dw/6, et

donc
w 63x2+1

2 dw e
v(x) /xe x /e - 5 5

La formule d’intégration par parties donne alors

327 +1 3z +1 2
2 e e T 2 1 2
/x3631 Tlde = 22 e /2,7: 5 dr = 3 e3r 3 /,7363:” Hd,

ol la primitive qui reste a calculer dans le membre de droite est celle qu’on a déja calculé pour trouver v(x). Donc

/d(:c)d:c = z—2€3I2+1 — ieBIZJrl +C
6 18 ’

ou C' € R est une constante quelconque.

Remarque. On a ici fait une intégration par partie, puis le changement de variable w = 322 4+ 1 pour calculer v(z).
On aurait aussi bien pu commencer par faire ce changement de variable pour calculer [ d(z)dz. Il y aurait ensuite eu
besoin de faire une intégration par parties pour calculer [we®dw.

f) f(z) =x3x? + 1.

Pour calculer les primitives de f sur R, on fait une intégration par parties en posant
u(z) = 22, V'(z) = zv2? + 1, et donc  /(z) = 2z, v(z) = /ac z? + ldx.

On calcule v(z) grace au changement de variable w = 22 + 1, qui donne dw = 2xdz, et donc

dw  1Tw?? (22 +1)3/2
= 2 1 = 1/2— = — = .
v(x) /x 22 + 1dx /w 5 2372 3

La formule d’intégration par parties donne alors, pour = € R,
2
2
/xgv 22+ 1de = %(.TQ +1)%2 - / ?z(lj +1)%2da.

La primitive qui reste & calculer dans le membre de droite peut 1’étre grace au méme changement de variable w = 2241 :

1 1 1 wd/? 2
Sl o)) 2 4 1)3/2gy — _/ 3/2g + _ 2 4 1)5/2
3/ x(z®+1) z=g [w wf35/2 +C —15(1' +1)°= 4+ C,

ou C € R. Au total, on trouve donc comme primitives de f sur R :

2
/f(l')dl‘ = %(1’2 + 1)3/2 — 1—25(552 + 1)5/2 +K,

ou K € R est une constante quelconque.

g) g(z) = we’®.
Pour calculer les primitives de g sur R, on fait une intégration par parties en posant

1
u(z) = x, v (z) = 37, et donc uw'(z) =1 v(z) = /egmd:c = ge&”.
La formule d’intégration par parties donne alors, pour =z € R,

1 1
/xegzd:c = %egm — / gegzd:c = %egz - §€3I + C.

Les primitives de g sur R sont donc les fonctions du type

-1
/g(m)dm = &TTegm +C,




ou C € R est une constante quelconque.

h) h(z) = (Inx)2.
Pour calculer les primitives de g sur |0, +o00[, on fait une intégration par parties en posant

u(z) = (Inxz)?, v'(z) =1, etdonc  W(z)==-Ilnzx  ov(z)==x
x
La formule d’intégration par parties donne alors, pour = > 0,

2
/(1nz)2dz =z(lnxz)* - / “Ing - xdr = x(lnz)? - 2/ln:cd:c =z(lnz)? -2z —2)+C =,
x

Les primitives de h sur R sont donc les fonctions du type

/h(ac)dac = z(Inx)? - 2zInz + 2z + C,

ou C € R est une constante quelconque.

i) z(:n) — warcsinw.

vV 1—x2

Pour calculer les primitives de ¢ sur | — 1, 1], on fait une intégration par parties en posant
u(z) = arcsinz, V'(z) = S et donc  u/(z) = #, v(z) = /Ldaa
V1— 22 V1 —z2 V1— 22

Pour calculer v(z), on peut faire le changement de variable w = 1 — 22, qui donne dw = —2xdz, et donc

v(x):/ﬁdx:/_%Qz—\/t_u:—m.

La formule d’intégration par parties donne alors, pour « €] — 1,1] :

i 1
% =arcsinz - (—v/1 — a2) —/ﬁ (=V1—2a?)de =—/1—2a2 arcsinx—i—/dac.

Donc primitives de i sur | — 1, 1] sont les fonctions de la forme

/z(x)dx =—v1—2a2arcsinz + x + C,

ou C' € R est une constante quelconque.

Exercice 3. On note D(t) la distance parcourue par le véhicule au temps ¢. La distance parcourue entre ¢t = 0 et
t =2 est donc D(2) — D(0). Par ailleurs, & tout instant ¢, on a D’(¢) = v(¢). Donc

D(t) = /v(t)dt = /(80 —30e~")dt = 80t + 30e~" + C,
ou C € R. Donc

D(2) — D(0) = (80-2+ 30?4 C) — (8004 30e™" + C) = 160 4 30e> — 30 = | 130 + 30>,

Remarque. D(2) — D(0) = IQ

o v(t)dt.

Exercice 4.
a) Si a,b € R, pour tout z €= \{—1,0}, on a

a b alz+1)+br (a+br+a

E+x+17 r(z+1) z(z+1)
Si on choisit @ et b de sorte que a +b =0 et a =1, c’est & dire |a=1 et b=-1, | on a done, pour tout x € R\{-1,0},
1 1 1

z(zr+1) = =x+1



D’ou

/23ﬁLs(%zil)dz[lnxln(ﬂl)g

3
=(n3—-In4)— (In2-In3)=In3-2In2-In2+n3=2In3-3In2 zlnﬁ =1n(9/8).

b) On fait le changement de variable ¢t = /x. Alors dt = %, donc dx = 2y/xdt = 2tdt. De plus, pour z = 1, on a
t=+v1=1,et pourx:eQ,t:\/e_Qze. Donc

/62 de / 2dt / dt___, / dt
Loz(T+2ym) Sy r2(+2t) T t(1+2t) ) 2t(1+28)
¢ /1 1
=4 — ———)dt d’apre
/1 <2t T 1) (d’apres a))

3e
=12(1-In(1+2 1 =21 .
( n(1+2e)+1n3) "9
Exercice25.
dx
On fait le changement de variable
u=2x+ 3. Alors du = 2dx etsi x=1, alorsu=5; si x=2, alors u=7"1.
Donc
A/QL/%/?z ST _rr Ny _1/i 1y 12 f1
S @Qe+3)2 0 5 w2 w2\ 7 5)) 2\ 7 5) 2 35 |35
_ (—1/2+V5/2 dz
b) B=[_}); 327 +2273"

On commence par écrire
3 1\ 1 3 1\? 5
2 _ 2 2\ _ 2y 22 z e
2z +2x+32<z +z+2) 2<<z+2> 4+2> 2<<x+2) +4>
o (A Y L (22
T2 5\""2) )2 NG '

Alors, on pose

20+ 1
u= .

Alors du =
NG

1
, dac:Tdu, et si $:—§,alorsu:0; si x=—=+ — alors u=

Bk

Donc

—1/24+5/2 dx 9 [T/ dx 2 1 V5
B= / / / dh
0

S N ey e
= % /01 H%du = % [arctan u]) = % (arctan1 — arctan0) = %%
c)C = f2_1 #;‘ml_l_?’dw.
On fait le changement de variable
u =22+ 2x + 3. Alors  du = (4x + 2)dx = 2(2z + 1)dx, d'ot (22 + 1)dx = d?u,

etsi x=—1,alorsu=2-(-1)2+2-(-1)+3=3; si x=2 alors u=2-22+2-2+3=15.



Donc

2r + 1 B9dqu 1 Pdu 1 51 15 |1
C= dx —— == — =l —(In15—In3)=-Iln— =| = In5.
/2x2+2x+3 /3 u 2 2/3 v~y =5 (nls—Ing) =gl =5
d) D= f; ze® dx.
On fait le changement de variable
9 . du
u =z Alors du = 2zdz, d'oun  xdx = >
etsi x=0,alorsu=0>=0; si z=1, alors uv=1%=1.
Donc ) )
du 1 1 1 1 0 e—1
D = z = U__— = Z[e¥ = — — = .
Oace dx /Oe 5 2[6]0 2(6 e”) 5
e) E=[¢ ey
On fait le changement de variable
dz . . 2
u=Inzx. Alors du = —, etsi =1, alorsu=In1=0; si z=ealors u=1In(e
x
Donc )
¢ Inzx 2 u? 22 02
E= —dz = du=|—| =———=]|2.
[ e [ [5] =55
e2
f) F= fe zlnx’
On fait le changement de variable
dx . . 2 2
u=Inzx. Alors du = —, etsi x=e, alorsu=Ilne=1; si xz=¢" alors u=1In(e*) =2Ilne =2.
x
Donc )
< d > d
F:/ a :/—u:[lnu]?zln2—lnlzln2.
. Tlnz 10U
g) G= fimlnmdm.
On fait une intégration par parties en posant
22
w(z) =Inz, o'(z)=u2z. Alors u/(z) == et wv(z)= /xdx =5
Donc
2 2 2
1 1 1
G: zlnzd (Inx) / —~z—dz:—((ln2)~227(1n1) 12)——/ xdx
Lz 2 2 2/,
1 [22]? 1/22 12 1 1
=2In2—- - |— —21n2 | =——=])=2In2——-(2—-—<-) = 21n2—§.
212 2\ 2 2 2 2 4
h) H = [ £ da.
On fait le changement de variable
u=1+¢e". Alors du = e*dz,
etsi x=0,alorsu=14+e"=2; si 2z=1In(3/2)alors u=1+e"®? =143/2=5/2.
Done In(3/2) 5/2
- n e’ o du - 5/2 o
H = /0 1 —/2 = nu]y’” =In(5/2) —In2 =|In(5/4).
i)I= fcl) x? arctan (z)dz.
On fait une intégration par parties en posant
3
u(z) = arctanz, o'(z) =2%  Alors u'(z) = T a2 et wv(z)= /J:de =3

Donc

1
I:/ x? arctan(x)dz
0

10

x3 ! /1 x3 1
— arctanx| — —
3 0 o 3 1

Tra2™

%) =2Ine =2.



La division euclidienne de 23 par 2% + 1 donne z° = z(2? + 1) + (—x),et donc

563 X

1+x27z7x2+1'

On poursuit donc le calcul de I de la maniére suivante :

! 13 0 1! z
I= / x? arctan(z)dz = | — arctan1 — — arctan0 | — —/ r———|dz
0 3 3 3 0 22 +1

17 1/1d+1/1 2 p
=-——z rax + — ———ax
34 3/, 6 Jo z2+1

T 12270 1

=L 2 Z ] 4o n@?+1

12 3[2}0+6[n($+)}
1 W2 [1

- - ns —(E71+ln2)

126 6 |6\2

HJI= fg/4 x? cos (x)dzx.
On fait une intégration par parties, en posant

u(z) = 2%, V' (x) =cosx, etdonc u'(x)=2x, wv(xr)= /cos rdxr = sin .

Donc

/4 /4 /4
J :/ z” cos(z)dz = [2° sinx}o —/ 2z sin xdzx.
0 0

Pour calculer la nouvelle intégrale apparaissant dans le membre de droite, on fait une nouvelle intégration par parties,
en posant

(z) =2z, v'(x)=sinz, etdonc @(x)=2, o(z)= /sinxdx = —cosT.

On a alors
m\2 . ow x4 w/4
J = (—) sin — — [ [22(—cosx)],/ " — 2 (—cosx)dx
4 4 0
™2 .7 T T . m/4
:(Z) si Z—l—QZCOSZ—Q-OCOSO—Q[SlDw]O
2V2 2 2 2
:li_,_ﬁi_giz\/ﬁ 0T ).
16 2 2 2 2 32 4
k) K = fg/3(sinw)3(cos:v)2d:c.
On fait le changement de variable u = cosx.
. . . m T 1
Alors du = —sinzdx, etsi =0, alors u=cos0=1; si J;:§, on a u:cosgzi.

Donc, en utilisant la formule sin® z = 1 — cos? z,

/3 /3
K= / sin® z cos® xdr = —/ sin z cos® x - (— sinz)dx
0 0
w/3
= 7/ (1 — cos? z) cos® x - (—sinz)dx
0

1/2 1 1 W ub 1
—— [ a-wla= [ -wla= [ -t [__]
1 1/2 1/2 3 5 1/2

¥ (1/2)  (1/2)°\ 1 1 1+L_160796720+3_£
3 5 3 5 24 160 480 "1 480°

3 )
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Exercice 6.
a)

e

Soit n > 0 un entier (penser n comme étant grand). On subdivise l'intervalle [a,b] en n sous-intervalles de méme

longueur I’_T‘l s @y, @], [T, 23], -+, [Tn, Tny1], et on saucissonne le volume en n tranches comme sur le dessin. Si n
est grand, pour tout j € {1,---,n}, la tranche correspondant & U'intervalle [z, z;+1] est quasiment un mince cylindre,
dont la base a pour rayon f(z;) et dont 1'épaisseur est z;11 — z; = b_T“. Le volume de la j-éme tranche est donc

approximativement égal & celle de ce mince cylindre, dont on peut calculer le volume :

b—a

7Tf(1'j)2.

On peut donc approcher le volume total par la somme des volumes des n minces cylindres :

n
b—a
V = )2

Z " mf(z;)

j=1
L’approximation faite en approchant le volume de la j-eme tranche par celui d’'un mince cylindre est d’autant plus
précise que les tranches sont fines, c’est a dire que n est grand. Donc a la limite n — oo, 'approximation de la valeur
de V ci-dessus devient une vraie égalité :

n
—a

V = lim
n— oo
=1

) = [ ' f ()2

b)

12



Pour f(z) =2— 2%, a=0et b= /2,

3 5,
3 5
4427 V2 4.0 0° 8 4 321/2
a2 S (40— ) =mv2(4-S+2) = .
7T<\f 3 775 < 3 +5) i ( 3+5> 15
c)
Yy

Pour calculer le volume qu’on cherche, on choisit la fonction f définie par

et on prend a = 0 et b = h. Le volume du cone est alors

h 2 2 31h 213
R R |z R°h 1 5
V:/O ”(W) =T HOWE R

Exercice 7.

Les solutions de I’équation /z = z2 sont 0 et 1. On en déduit que les courbes d’équations y = /z et y = 2
s’intersectent aux points de coordonnées (0,0) et (1,1). Pour x € [0,1], /= > 2. L’aire A recherchée (coloriée en
jaune) est donc celle qui se trouve sous la courbe d’équation y = /z sur Uintervalle [0,1] (hachures verticales), a
laquelle on retranche I'aire sous la courbe d’équation y = 22 sur l'intervalle [0, 1] (hachures horizontales) :

! ! 321t et 1 1 2 1 [
A: d — 2d = —:C — | — = — — — = — — — = | —,
/oﬁx /ox v [3/2}0 [3]0 32 3 3 3

13



Exercice 8.
a) [z%dx, ol a € R.
On va calculer la primitive sur un intervalle I sur lequel la fonction = +— z® est définie :

e si € N, on peut prendre [ =R

e si a € Z\N, on peut prendre I =] — 00, 0[ ou I =]0, +0o0]

e si o € Z, on peut prendre I =|0, 0] (z® = exp(alnz) n’est défini a priori que sur cet intervalle I, méme si,
quand a > 0 et o € Z, on peut étendre la définition par continuité & z = 0 (par 0% = 0), et donc prendre
I=1[0,+00])

Les primitives de x — x® sur 'intervalle I décrit ci-dessus sont du type :

a+1 .
ren O si o # —1.

iy —1 C sia=-1,
/z”‘d:p{fx r=Inlz|+C sia

b) [z™(Inz)"dx, ot m > 0 et n > 1 sont des entiers.
On calcule toutes ces primitives sur I =]0, +o00[ (intervalle sur lequel 2™ (In 2:)™ est bien défini). On calcule ces primitives
en faisant une intégration par parties, avec

@ =@y, V@)= alos W@ = oo e o) =
u(z) = (Inx)", v (x) = 2™, alors u'(z) = —(lnz e v@) = =
et donc
m—+1
/zm(lnz)"d:p: ;+1(lnz)"—/mzlxm(ln:p)"fldx. (%)

Apres n utilisations successives de la formule (*) (et donc n intégrations par parties successives), on se rameéne a
calculer la primitive d’un polynme en z (comme dans la formule (*) pour n = 1, o1, dans la primitive du membre
de droite, le terme Inz, élevé & la puissance 0, disparait), et on peut conclure. Ainsi, en notant Cy,Cs,---,C7 des
constantes réelles quelconques,

e en écrivant (*) pour m = 0, n = 1, on obtient

/lnmdm:‘xlnxfquCl,‘

e en utilisant (*) pour m = 0, n = 2, puis la primitive de Inx calculée ci-dessus, on a

/(ln:c)zda: = z(Inx)? - 2/lnxdx =|z(lnz)? — 2zlnx + 2z + Cy,

e en utilisant (*) pour m = 0, n = 3, puis la primitive de (Inz)? calculée ci-dessus, on a

/(1n:l:)3d:l: =z(lnz)® - 3/(1nac)2dac =|z(nz)® - 3z(Inz)? + 6zlnx — 62 + Cj,

e en utilisant (*) pour m = 0, n = 4, puis la primitive de (Inz)? calculée ci-dessus, on a

/(1na¢)4dw = x(lnx)4 — 4/(1n1:)3d1: =|z(ln z)t — 41;(1111;)3 + 121;(1111;)2 —24xInz + 24z + Cy,

e en utilisant (*) pour m = 0, n = 5, puis la primitive de (Inz)?* calculée ci-dessus, on a

/(lnw)sd:l: = x(lnx)5—5/(1nx)4dx = |z(Inz)® - 5z(Inx)* + 20x(Inz)® — 60z(In2)? + 120z Inz — 1202 + Cs,

e en utilisant (*) pour m =1, n = 2, puis pour m = 1,n = 1, on obtient

2 2 2 1 2 2 2
/a:(ln:l:)zd:l:: %(lnx)Q—/xlnxdx: %(11130)2—(%1111:— §/xd$> = %(hﬁx)Q - %hﬁx—i— % + Cs,

e en utilisant (*) pour m = 2, n = 3, puis pour m = 2,n = 2, et enfin pour m = 2,n = 1, on obtient

z3 z3 x3 2
/$2(1n$)3d$ = ?(lnx)3 — /xQ(lnx)de = ?(1nx)3 — (?(lmac)2 ~3 /172 1nacdac)
3 3 2 3 1 3 3 2 2 3
= %(1111:)3 - %(11135)2 + 3 (% Ina — 3 /J:Qdac) = %(hqac)s - %(hax)Q + §x3 Ina — 2—1:7 + C7.

14



c) [ m%l_zdalc. Les primitives de z — 1/(z + 2) sur | — oo, —2[ ou sur | — 2, +oo[ sont données par

/ dzfln|x+2|+0
x+2

ou C' € R est une constante quelconque.

I ii‘; dx. Pour calculer [ £Edzx sur | — oo, —b[ ou sur | — b, +oo[, on commence par écrire
x4+a x+b+(a—0) 1
= =1 —b .
x+b x+b +(a )ac +b

Noter que la premiere étape du calcul ci-dessus est la division euclidienne de = + a par = + b. Alors on a

/iiZd /<1+(ab) ib)dz‘zﬂL(ab)ln

ou C' € R est une constante quelconque. En particulier, en prenant a = 1, b = 3 d’une part, et a = —1, b = 2 d’autre
part, on a donc

z+1 z—1
/ de=z—2In|z+ 3|+ Cy, / da:fx731n|z+2|+02,
x+ 3 x+ 2

ou C7 € R et Cy € R sont des constantes quelconques.

d) Toutes les fonctions dont on cherche les primitives dans cette question sont définies et continues sur R. On va donc
en calculer des primitives sur R.

f 22_I_ldarz

1
/ T 1d$ = /arctan'(z)dz = ‘ arctan(z) + C1, ‘
T

ou (' € R est une constante quelconque.

i ZZL_Hd:B. On fait le changement de variable u = 22 + 1. Alors du = 2zdx, et donc xdz = du/2. Donc

T du 1
———dr = L —In(2® +1
/z2+1d1: 51 n|u|+02 3 n(z® + 1)+ Cy,

ou (5 € R est une constante quelconque.

f 3 _Hda: On fait la division euclidienne de x? par z2 + 1, c’est & dire : 22 = (22 + 1) — 1, puis on utilise la primitive
de 1/(z% + 1) calculée plus haut. Et donc

x? 22+1-1 1
= _— = 1—— = —
/$2+1d1: / o dx /( $2+1) dx ‘JJ arctanx + Cj,

ou (5 € R est une constante quelconque.

S 22_I_ldarz On fait la division euclidienne de z3 par 2 + 1, c’est a dire : 3 = x(2? + 1) — z, puis on utilise la primitive
de /(2 + 1) calculée plus haut. Et donc

x3 r(x?+1)—x T 2 1 ,
/x2+1dx/x27+1d$/<"”x2—+1)df g gl DT

ou C4 € R est une constante quelconque.

e) Toutes les fonctions dont on cherche les primitives dans cette question sont définies et continues sur R. On va donc
en calculer des primitives sur R.

On va toutes les calculer par intégrations par parties, en posant

1
1422

u(z) = arctan z, et donc o' (z) =

f arctan(x)dz. Pour cette premieére primitive, on pose aussi :

vi(z) =1, et donc  wvi(z) ==

15



On a donc

X

1
z2—+1dl‘ =|zarctanx — 3 In(z? + 1) + Cy,

/arctan(m)dm = xarctanz — /

ot O] € R est une constante quelconque, et oi1 on a utilisé le résultat du calcul de la primitive de /(2 + 1) calculée
a la question d).

J zarctan(z)dz. On fait le méme choix pour u, et on prend

vh(z) = et donc  wa(z) = %
Alors
2 2 1 2 1 2 1
/zarctan(z)dz = % arctanz — %—xQ n 1d$ = % arctanz — 5 (z —arctanz) + Cy = T arctanx — g + Cy,

olt Oy € R est une constante quelconque, et olt on a utilisé le résultat du calcul de la primitive de x2/(x? + 1) calculée
a la question d).

J z%arctan(z)dz. On fait le méme choix pour u, et on prend

23
vh(z) = 22, et donc  wz(z) = 5
Alors
3 3 1 3 1 2 1
/anrctan(x)dac = % arctanz — / %xQ—Hdl‘ = % arctanz — 3 (% ~3 In(z? + 1)> + (3
3 2 1
= % arctanz — % + A In(z? +1) + Cs,

ot C3 € R est une constante quelconque et ot on a utilisé le résultat du calcul de la primitive de 23 /(2% + 1) calculée
a la question d).

f) Les fonctions sin? et cos? sont définies et continues sur R, on va donc en calculer des primitives sur R. Pour cela
on va utiliser les formules suivantes :

2

1
sin®x = = (1 — cos(2x)) et cos? x = 3 (1 + cos(2z)) .

N | —

Si on ne les connait pas, ces deux formules peuvent se retrouver facilement soit en utilisant les formules d’Euler (pour
ceux qui connaissent les complexes), soit en faisant respectivement la différence membre & membre et la somme membre
a membre des deux autres formules suivantes :

1 =cos?z +sin’z et cos(2x) = cos® & — sin® z.

Des deux premieres formules, on déduit :

sin(2x)

/(sinw)zdm = %/(1 —cos(2z)) dx = % (Jc - %sin(Qx)) +C = g -~ +Cy

et

x  sin(2z)

1 1 1
/(cos x)?dr = 3 / (14 cos(2z)) dx = 5 <x + 5 sin(2x)) +C = 5 + 4 + (o,

ou C7 € R et (s € R sont des constantes quelconques. Eventuellement, on aura pu utiliser le changement de variable
u = 2z pour le calcul de [ cos(2z)dz.

g) La fonction sin® est définie et continue sur R, donc on va en calculer des primitives sur R. On va faire le changement
de variable
U = COS X, et donc du = —sin zdzx.

Alors, compte tenu de la formule cos? z + sin? z = 1,

. 3 Lo 2 . 9 u? cos®x
(sinz)°dx = [ sinz-sinzdr = [ (1—cos*z)sinzdr = [ (1-u)-(-1)du=—|u— — |+C = 3 cosz + C,

16



ou C € R est une constante quelconque.
h) La fonction tangente est définie et continue sur tous les intervalles de la forme | — 3 + k7, § + k7[, ot k € Z est un
entier. C’est donc sur un de ces intervalles qu’on va calculer les primitives suivantes. Comme indiqué, on va utiliser le

fait que pour tout x dans le domaine de définition de la fonction tangente, tan’(z) = tan® z + 1.

J(tanz)?dz. On a en particulier

/tan2 xdr = / ((tan*z +1) — 1) dz = /(tan’(x) —1)dz = ‘ tanx — x + C1,

ou (' € R est une constante quelconque.

J(tanz)3dx. On a aussi
/tan3 xdr = /tan2 x - tan xdr = / ((tan*z + 1) — 1) - tan zda

:/(tan’(x)tanx — tanx) do = /tan’(x) tan zdx —/

sin x

dx.

COsST

On fait deux changements de variable différents dans chacune des primitives du membre de droite : dans la premiére,
on pose u = tanz, et donc du = tan’(x)dx ; dans la seconde primitive, on pose v = cosz, et donc dv = — sinxdz. On
obtient donc

2

d 2 tan?
/tangxdx:/udu—i-/_v:u_+ln|v|+02: ar; x+ln|cosx|+02,
v

ou (5 € R est une constante quelconque.

i) Les quatre fonctions dont on cherche ici les primitives sont définies et continues sur R. On va donc en calculer les
primitives sur R.

f x sinxzdx. On calcule les primitives de x sinz en faisant une intégration par parties, en posant
ui(z) =z, wvi(z) =sinz, et donc  wi(z)=1, wi(xz)=—cosz.

Alors

/xsinxdmzw-(—cosx)—/l-(—cosac)dac:‘—xcosx—i—sinx—i—cl,

ou C; € R est une constante quelconque.

f 2 sinzdx. On calcule les primitives de 22 sin z en faisant une intégration par parties, en posant
uz(z) = z°, wvi(z) =sinz, et donc  wuh(z) =2z, wvi(x) = —cosx.

Alors
/x2 sinzdr = 2% - (— cos ) — /2x (= cosz)dr = —x* cosx + Q/zcos xdx.
Pour calculer la nouvelle primitive apparaissant au membre de droite, on fait une nouvelle intégration par parties, en

posant
ui(z) =z, vh(z) = cosx, et donc  wj(z) =1, we(x)=sinz.

D’ou

/:CQSiH:Cd:C: —z?cosx + 2 (xsinz/1~sinxd:c) = —z?cosz + 2zsinx + 2cosz + Cy

=|(2—2%)cosx + 2xsinz + Co,

ou (5 € R est une constante quelconque.

J 23 sin (4z)dx. On calcule les primitives de 23 sin(4z) en faisant une intégration par parties, en posant

1
uz(z) = 2%, vh(z) = sin(4x), et donc  wuh(x) =32%, wz(z) = ~2 cos(4x).

Alors

/:c3 sin(4x)dr = 2* - (i cos(4z)> - /3502 : (i cos(4x)) dx = J”; cos(4x) + Z /z2 cos(4x)dz.
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Pour calculer la nouvelle primitive apparaissant au membre de droite, on fait une nouvelle intégration par parties, en
posant

in(4
uz(w) = 2*, vj(r) = cos(4z), et donc uh(z) =2z, wy(x) = SlnE1 ac)
D’ou
3 3 (4 (4 5 42 ;
/x3 sin(dz)de = _% cos(4x) + 1 (352 smEl 7 /stmi 2) dac) = —% cos(4x) + % sin(4x) — 3 /wsin(4x)dx

Pour calculer la nouvelle primitive apparaissant au membre de droite, on fait encore une intégration par parties, en
posant

4
ui(x) =z, vi(x)=sin(4z), et donc  wi(z)=1, w3(z)= _cosi ac)
D’ou
3 32 3 4 4
/x3 sin(4x)dz = —% cos(4x) + % sin(4x) — 3 (m (_cosi x)) - / (_#) dac)
x3 322 3z 3
— — T cos(4x) + 2X sin(4z) + °Z cos(4x) — — 4
1 cos(4x) + T sin(4x) + 3 cos(4x) 35 /cos( x)dx
= _x_B cos(4x) + 3—302 sin(4x) + su cos(4x) — 3 sin(4x) + C
T4 16 32 128 >

ou (5 € R est une constante quelconque.
J z%(sinz)3dz. Pour calculer les primitives de z%(sinz)3, on va commencer par ”linéariser” le facteur (sinz)3, c’est
& dire 'exprimer sous la forme d’une somme de termes du type sin(ax) ou cos(ax), pour certains nombres «. On
présente deux méthodes pour faire cela.
lére méthode. Sion matrise les nombres complexes, on peut utiliser I'une des formules d’Euler, qui s’écrit sinz =
) )
ix —ix
&=+ Alors
13

Y ~ 1 2 1T Ty 1

. i 3 . . s _ a9 . _as . i . .
3 (ezm —e zm) 6311 — 3¢l + 3e i _ ¢ 3ix 1 e?ﬂz —e 3ix 3 el — i sm(3x) 3sinz
sSIn” r = = "

2&éme méthode. Sinon, on commence par réutiliser une expression de sin® z utilisée & la question f) :

1 i 1
sin®z = sin?z - sinz = 3 (1 — cos(2z)) sinx = 5112190 ~3 cos(2x) sin z.
On va donner une autre expression de cos(2x)sinz en faisant la différence membre & membre les deux formules
suivantes :
sin(3x) = sin(2x + x) = sin(2x) cos(z) 4 cos(2z) sin(z)
et
sin(z) = sin(2z — z) = sin(2z) cos(z) — cos(2x) sin(x),
qui donne
1
5 (sin(3x) — sin(x)) = cos(2x) sin(x),
et donc ) L1 24 (3
sindog =208~ 2 (sin(3z) — sin(x)) = sinz _ sin( x)

4 4
Quelle que soit la méthode utilisée, on peut donc écrire

. . 1
/$2 sin(z)’dx = /$2 (%% - s1ni3z)) dx = Z/zQ sinxdx — 1 /z2 sin(3x)dzx.

On a déja calculé [ 2? sinzdz plus haut (2¢me primitive de la question i)). Pour calculer [ 22 sin(3z)dz, on peut faire
une intégration partie, ou bien, comme on va le faire ici, en faisant un changement de variable pour se ramener au
calcul déja fait de [z?sinxdx , en posant u = 3z, et donc du = 3dx. Alors

2 d 1 1
/,7:2 sin(3z)dx = / (%) sinu?u =5 u? sinudu = 77 ((2 —u?) cosu + 2usinu)
1

=5 ((2 — 92%) cos(3z) + 6z sin(3z)) .
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Au total, on a donc

3 1
/,7:2 sin(z)3dr = 1 ((2—2®)cosz + 2zsinz) — 197 ((2 — 927) cos(3z) + 6asin(3z)) + Cy
3 5 3z, 922 — 2 T .
= 1(2*1' )COSZL'+ 781H$+1708COS(31') — 1—881H(31')+C4,

ou C4 € R est une constante quelconque.

J) Les fonctions dont on cherche ici les primitives sont toutes définies et continues sur R. On va donc en calculer les
primitives sur R.

J €® cos (z)dz. On commence par calculer [ e” cos(z)dz. Pour cela, on va faire deux intégrations par parties succes-
sives, la premiere en choisissant

ui(z) = cosz, '(r)=¢e", et donc  wj(z) = —sinz, wv(r)=¢",
qui donne
/e”” cos(z)dx = €* cosx — /e”” - (—sinz)dx = e® cosz + /ez sin zdz,
la seconde en choisissant
ug(z) =sinz, '(z)=e", et donc  wuj(z) =cosz, wv(x)=e",
qui donne

/ez cos(z)dxr = €” cosx + " sinx — /e:” cos zdz.

Dans le membre de gauche et dans le membre de droite, on reconnait des primitives de la méme fonction. Ces deux
primitives, & une constante indéterminée pres, sont donc les mémes. Donc

2 / e” cos(z)dx = e” cosx + e sinz + 2C1,

et

1
/emcosxd:c =3 (e® cosz + e"sinz) + C1,

ou C; € R est une constante quelconque.
A noter que, dans la premiere intégration par parties, on aurait aussi pu choisir u(z) = e® et v} (x) = cos . Mais alors,
pour mener le calcul & bien, il aurait fallu choisir u(z) = e et v4(x) = sinz pour la deuxiéme intégration par parties.
a dire, il faut soit ”intégrer deux fois e i ériver deux fois”. Si on l'integre une foi u’on erivi
C’est a dire, il faut soit ”intégrer deux fois e”, soit le ”dériver deux fois”. Si on l'integre une fois et qu’on le dérive
n nde intégration par parti n tourne en ron n u nn uti u résultat.
dans la seconde intégration par parties, on tourne en rond dans le calcul, et on n’aboutit pas au résultat

fe"w sin (ma)dx. On procéde de la méme maniére pour calculer [ e"*sin(maz)dz, ot n,m € R*. A savoir, on fait
une premiére intégration par parties en posant

ui(z) = sin(mz), '(z) =™, et donc  wj(x) = mcos(mzx), wv(z)= %e"z.

Cela donne
/e"m sin(ma)dx = %e"w sin(mzx) — TZ /em cos(mz)dz.

On fait ensuite une seconde intégration par parties en posant

ug(x) = cos(mz), v'(z) =€, et donc  wh(z) = —msin(mz), v(z)= %e"z
On obtient

/em sin(ma)dx = %em sin(mx) — % (%em cos(mx) — f%em sin(m:c)d:c)
= %em sin(max) — %em cos(mx) — 7:22 /em sin(mz)dz.

Comme dans le calcul de la primitive précédente, on retrouve la primitive qu’on cherche a calculer dans le membre de
droite. On la passe dans le membre de gauche et on déduit :

1 1
/e"z sin(ma)dx = <—em sin(mz) — T ene cos(mx)) + Cs

e ”
n . m
=| —5——e""sin(mzr) — ————=¢"" cos(mx) + Cy,
n“+m n‘+m
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ou (5 € R est une constante quelconque.

En appliquant cette derniere formule avec n = m = 1 d’une part, et avec n = 3 et m = 2 d’autre part, on btient les
deux autres primitives demandées dans la question :

1 1
/e”’ sin (z)dx = §€$ sinx — Ee”” cosz + C3

et

3 2
/e&” sin (2z)dx = Eesm sin(2x) — Eesm cos(2z) + Cy,

ou C3 € R et C4 € R sont des constantes quelconques.

k) [ /1 — 2?dx. La fonction qui a z associe v/1 — 22 est définie et continue sur [—1,1]. C’est sur cet intervalle qu’on
va en calculer les primitives. On fait le changement de variable y = arcsinz (noter que ¢a a bien un sens, puisque

€ [-1,1]). Alors

T = siny, dx = cosydy, et V1—22=4/1—-sin?y = \/cos?y = cosy

(dans ce dernier calcul, on a utilisé le fait que y € [—m/27/2], et donc que cosy > 0). Donc, en utilisant le résultat du
calcul de [ cos” dx effectué a la question f) et la formule sin(2a) = 2sina cosa, on obtient

(2 . (2 .
/,/1 — 22dx 2/0052 ydy = g + Smi y) Lo = arcs;nac n sin( ajlcsmx) e

arcsinz 2 sin(arcsin z) cos(arcsin x) arcsinz  xv1 — a2
=—F 1 +C = 5 T 5 +C,

ou C € R est une constante quelconque.

1) Les deux fonctions dont on cherche ici les primitives sont définies et continues sur R\{—2,1}. On va donc en calculer
des primitives sur 'un des trois intervalles | — oo, —2[, | — 2, 1] ou |1, +00].
Sia,b € R, pour tout x € R\{-2,1}

L b a@+2)+bx—1) (a+bx+2a—0b
r—1 z+2  (z—-1D(+2)  (z-1)(z+2)
En choisissant a et b tels que a +b = 0 et 2a —b = 1, c’est & dire a = 1/3 et b = —1/3, on a donc, pour tout
x € R\{-2,1},
1 1 1

(x—1)(xz+2) 3xz-1) 3@x+2)
De la méme maniere, en choisissant a et b tels que a+b=1et 2a —b =1, c’est a dire a = 2/3 et b =1/3, on a, pour

tout z € R\{—2,1},
z+1 2 1

@-D@+2) 3@-1) 3@+2)

On peut donc en déduire

1 N n . 1
/mdw:/(iﬂ(wl) _3(z+2))d$:§ln|$_”_§ln|“2|+ch

z 41 . - ; 1
mdx/<3(w—l)+3(x+2))dx§1n|z1|+§lnlw+2l+02,

ou Cj € R et C5 € R sont des constantes quelconques.

m) [ ﬁsﬂ_zdm. On commence par remarquer que pour tout z € R, 22 + 32 +2 = (2 + 2)(z + 1) (au besoin,

pour cela, on peut calculer le discriminant...). La fonction qui & x associe ﬁlw est donc définie et continue sur
R\{—2,—1}, et on va en calculer les primitives sur 'un des trois intervalles | — 0o, —2[, | — 2, —1[ ou | — 1, +o0[. Pour
cela, on fait d’abord la division euclidienne de 2® par z? + 3z + 2 :

23 22 +3x+2
e 22 + 322 + 2z z—3
—3z2 — 2z
e —-322 — 9z — 6
v + 6
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d’ott on conclut que pour tout # € R, on a 2® = (v — 3)(2? + 3z + 2) + (72 + 6). Et donc

a3 (x —3)(2? + 3z +2) + (Tz + 6) Tr+6
= dr= dx = — —)d
/x2+3x+2$ / 22+ 37+ 2 * /<x 3+x2+3x+2> *

Sia,beR\{-2,—1},

o, b alx+2)+bx+1) (a+b)x+ (2a+0)
r+1 z+2  (z2+1D)(x+2) 22 +3zx+2
Si on choisit a et b tels que a +b =7 et 2a + b = 6, c’est a dire a = —1 et b = &8, on obtient
1 8  Tx+6

7$+1+$+27x2+3x+2'

.1'3 1 8 ZCQ
/z2+3z+2dx:/($_3_—+ )dw: 5 ~3v—Infz+1[+8Infz +2[+C,

Donc

ou (' € R est une constante quelconque.

i mdm Le discriminant du polynme 2% +2z+2 est 22 —4-1-2 = —8 < 0. Donc pour tout z € R, 22 +2z+2 > 0,
et donc la fonction dont on cherche une primitive est définie et continue sur R comme quotient de fonctions continues
dont le dénominateur ne s’annule pas. On va donc en calculer les primitives sur R.

On commence par faire la division euclidienne de x3 par 22 + 22 + 2 :

28 2+ 2x+2
o 3 + 222 4+ 2 Tz —2
—22% — 2
e 222 — 4z — 4
2 + 4

d’ott on conclut que pour tout = € R, on a a® = (z — 2)(2? + 2z + 2) + (22 + 4). Et donc

/ 23 dxz/($_2)(x2+2x+2)+(2x+4)dm=/(Jc—2—|— 2z 4 4 )dm

22 422+ 2 22 4+ 22 +2 22 422 +2

2
T 20 + 2 2
=—-2 —d ———d
2 x+/x2+2x+2 $+/z2+2z+2x
Dans la premiere primitive du membre de droite, on fait le changement de variable u = x? + 2z + 2, qui donne

du = (2x + 2)dz, tandis que dans la seconde primitive du membre de droite, on pose v = x + 1, et donc dv = dz. On
a alors

3 22
/$2+2$+2d -2z +/ /02+1 Z?—2x+lnu+2arctanv+02

- %fzxjtln(z + 22 +2) + 2arctan(z + 1) + Co,

ou (5 € R est une constante quelconque.

n) [ :2234_22253 dx. Si z € R, alors sinz + cosz = 0 si et seulement si = —7/4 + k7 pour un certain k € Z. Sur

R\{-n/4+ kr | k € Z}, wims(ﬂ est continue comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne
in(z)+cos(z)
s’annule pas. On va donc calculer ses primitives sur un intervalle du type | — n/4 + km, 37 /4 + kx|, pour un certain

k € Z. Pour calculer cette primitive, on fait le changement de variable
u=sinx + cosx. Alors du = (cosx — sinz)dz,

et donc

i - d
/W—ws(@dx:/——u =—Inju|+C4 :‘—ln|sinx+cosx|+01,‘
sin(z) + cos(x) u

ou C; € R est une constante quelconque.

sin(x)

f (sinxz)2—2 cos(x)—2

dx.SizeR, ona

sin(z)? — 2cos(z) —2=1—cos*x —2cosx — 2 = —(1 + 2cosx + cos® z) = —(1 + cosz)*.
En particulier, (sinz)? — 2 cos(z) —2 = 0 si et seulement si cosz = —1, c’est a dire si et seulement si x = 7 + 2k pour
un certain k € Z. La fonction qui & x associe m est donc définie et continue sur R\{mw + 2kx | k € Z}.
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On peut donc calculer les primitives demandées sur n’importe quel intervalle du type | — m + km, 7w + kx[, ol k € Z.
On calcule ces primitives en faisant le changement de variable u = cosx. Alors du = — sin xdz, et donc

sin(x) —sinx du 1 1
dr = | —C g — —_ S D S
/(sinz)QfQCos(x)fQ * /(1+cosx)2 * /(1+u)2 1+u+02 1+cosx+02’

ou (5 € R est une constante quelconque.

o) f e®" T*dzx. La fonction dont on cherche les primitives étant définie et continue sur R, on en cherche les primitives
sur R. On fait le changement de variable u = e*. Alors du = e*dzx, et

/ee”zd:p = /eemezd:p = /e“du ="+ 0y = + Cs,

ou (5 € R est une constante quelconque.

p) Dans cette question, toutes les fonctions dont on cherche les primitives sont continues sur R. On va donc en calculer
les primitives sur R.

[ sin (z)®dz. On pose u = cosz. Alors du = — sinzdx et

/sin(x)5dz = /(sin2 x)?sin zdx = /(1 — cos? x)? sin zdx = /(1 —u?)?. (=1)du

2 5 2 5
= —/(1—2u2+u4)du:—u+—u3— v +C;=|—cosz+ =cos®z — cos @ + C1,
3 5 3 5
ou C; € R est une constante quelconque.
J cos (z)®dz. On pose u = sinz. Alors du = coszdz et
/cos(x)5dx = /(cos2 z)% cosadr = /(1 —sin® z)? cos zdx = /(1 —u?)%du
2 5 2 in®
:u—§u3+%+02 = sinx—gsin3x+ s1n5 x + Cs,
ou on s’est aidé du calcul précédent et ot C; € R est une constante quelconque.
[ sin () cos (2)2°°dzx. On pose u = cosz. Alors du = —sinzdz et
201 201
. 200 200 u (cos )
de = (=Ddu = ——— —| ==
/sm(z)cos(x) x /u (—=1)du 501 +Cs 201 + (s,
ou (5 € R est une constante quelconque.
[ sin (z)3 cos (£)2°°dz. On pose u = cosz. Alors du = — sinzdz et
/(sin z)*(cos x)?"dx = /sin z(1 — (cosz)?)(cos x)*dx = /(1 —u)u? - (=1)du = / (u®”? — u*) du
w203 4,201 cos )29 (cos )20
=———+C4=( = ) + Cy,
203 201 203 201

ou C4 € R est une constante quelconque.

[ sin (z)'3dz. On pose u = cosz. Alors du = — sin zdz et

/sin(x)lgdx = / (sin® x)G sinxdr = / (1 — cos? z)G sinzdr = /(1 —u?)® . (=1)du
=— / (1 —6u” + 15u" — 20u’ + 15u® — 6u'® + u'?) du

20 5 6 1
__ 2B — 308 & T 20 D 1,8
u+ 2u” — 3u” + 7u 3u +11u 13u + C5

20 5 6 1
= | —cosx + 2(cosx)® — 3(cosz)® + 7(005 z)" — g(cosx)g + ﬁ(cos z)tt — E(cos z)'? + Cs,
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ou Cs € R est une constante quelconque.

q) Dans cette question, toutes les fonctions dont on cherche les primitives sont définies et continues sur le domaine
de définition de la fonction tangente, c’est a dire ’ensemble kUZ] — % 4+ kn, § + kx[. On va donc calculer chacune des
€

primitives sur I'un des intervalles | — 5 + k7, & + kn[, pour un certain k € Z.
ftan xdx. On pose u = cosx. Alors du = — sinzdzx et
i —d
/tan(x)dx :/wdx :/_u =—Inu|+ C4 :‘—1n|cosx| + (4,
cosx u

ou (' € R est une constante quelconque.

J(tanz)*dzx. Pour le calcul de cett primitive et des suivantes, on va utiliser de maniere répétée que la dérivée de la
fonction tangente est donnée partan’(z) = (tanz)? + 1.

/(tan z)tdr = /tan(z)2 -tan(z)?dr = /(1 + tan(z)? — 1) - tan(x)?dx = / (tan’(z)(tanz)? — (tanx)?) dz

(tanz)3

3 —tanx + x + Oy,

= / (tan'(z)(tan z)® — tan'(z) + 1) dz =

ou (5 € R est une constante quelconque.

J(tanz)5dx.

/ (tan z)7dz — / tan(z)? - tan(z)3dz = / (14 tan(z)? — 1) - tan(z)*dz = / (van ()(tan 2)? — (tan2)?®) do
_ / tan’ () (tan 2)*dz — / (tan2(z) + 1 — 1) tan zda

(tanz)*  (tanw)?

= /tan/(x)(tan:c)gd:c— /tan/(z)tan zdz+/tanzdz = 1 5

—In|cosx| + Cs,

ol on a utilisé le résultat du calcul fait plus haut des primitives de la fonction tangente, et ou C5 € R est une constante
quelconque.

J(tanz)8dz.

/ (tan 2)° / tan(z)? - tan(z)idz = / (1+ tan(z)? — 1) - tan(z) dz = / (tan () (tan )" — (tanz)?) da
[

tan’(z)(tan z)*dz — /(tanz)4dz

t t 3
— (anx (ar;ac) +tanx — x + Cy,

oll on a utilisé le résultat du calcul fait plus haut des primitives de tan?, et on Cj; € R est une constante quelconque.
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