
UM HAS101X - Outils mathématiques 1 2023-24

Corrigé de la feuille TD 6: Equations Di�érentielles

Exerie 1.

a)

{
y′(t) = y(t)2 (E)

y(0) = 1 (CI)

L'équation di�érentielle (E) se réérit

dy

dt
= y2.

On sépare les variables et on intègre : ∫
dy

y2
=

∫

dt.

Don il existe une onstante C ∈ R telle que y et t sont liées par la relation

−1

y
= t+ C.

D'après (CI), pour t = 0, on a y = 1. Don − 1
1 = 0 + C, 'est à dire C = −1. Don − 1

y = t − 1, et don

y = 1
1−t . La solution du problème (E)-(CI) est don la fontion dé�nie pour t < 1 par

y(t) =
1

1− t
.

b)

{

y′(t) = 1+y(t)2

2y(t) (E)

y(0) = 5 (CI)

L'équation di�érentielle (E) se réérit

dy

dt
=

1 + y2

2y
.

On sépare les variables et on intègre : ∫
2ydy

1 + y2
=

∫

dt.

Don il existe une onstante C ∈ R telle que y et t sont liées par la relation

ln(1 + y2) = t+ C.

D'après (CI), pour t = 0, on a y = 5. Don ln(1+52) = 0+C, 'est à dire C = ln(26). Don ln(1+y2) = t+ln(26),
don 1 + y2 = exp(t + ln(26)) = 26et. Don y = +

√
26et − 1 ou y = −

√
26et − 1. Parmi es deux possibilités,

seule la première véri�e la ondition initiale y(0) = 5. La solution du problème (E)-(CI) est don la fontion

dé�nie pour t > − ln(26) par

y(t) =
√
26et − 1.

)

{

y′(t) = t2

cos(y(t)) (E)

y(0) = 0 (CI)

L'équation di�érentielle (E) se réérit

dy

dt
=

t2

cos y
.

On sépare les variables et on intègre : ∫

cos ydy =

∫

t2dt.

Don il existe une onstante C ∈ R telle que y et t sont liées par la relation

sin y =
t3

3
+ C.

D'après (CI), pour t = 0, on a y = 0. Don sin(0) = 03

3 + C, 'est à dire C = 0. Don sin y = t3

3 , et don

y = arcsin(t3/3). La solution du problème (E)-(CI) est don la fontion dé�nie pour t ∈] − 31/3, 31/3[ (ar si
t ∈ R, |t3/3| < 1 si et seulement si |t| < 31/3) par

y(t) = arcsin

(
t3

3

)

.
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d)

{

y′(t) = e2y(t)

1+t2 (E)

y(0) = − 1
2 lnπ (CI)

L'équation di�érentielle (E) se réérit

dy

dt
=

e2y

1 + t2
.

On sépare les variables et on intègre : ∫

e−2ydy =

∫
dt

1 + t2
.

Don il existe une onstante C ∈ R telle que y et t sont liées par la relation

−1

2
e−2y = arctan t+ C.

D'après (CI), pour t = 0, on a y = − 1
2 lnπ. Don − 1

2π = arctan 0 + C, 'est à dire C = −π
2 . Don

e−2y = π− 2 arctan t, et don y = − 1
2 ln (π − 2 arctan t). La solution du problème (E)-(CI) est don la fontion

dé�nie pour t ∈ R par

y(t) = −1

2
ln (π − 2 arctan t) .

e)

{

y′(t)− e3t

y(t) = 0 (E)

y(0) = 1 (CI)

L'équation di�érentielle (E) se réérit

dy

dt
=

e3t

y
.

On sépare les variables et on intègre : ∫

ydy =

∫

e3tdt.

Don il existe une onstante C ∈ R telle que y et t sont liées par la relation

1

2
y2 =

1

3
e3t + C.

D'après (CI), pour t = 0, on a y = 1. Don

1
2 = 1

3 + C, 'est à dire C = 1/6. Don y2 = 2
3e

3t + 1
3 , et don

y = +
√

2e3t+1
3 ou y = −

√
2e3t+1

3 . En réutilisant la ondition initiale y(0) = 1, il résulte que la solution du

problème (E)-(CI) est la fontion dé�nie pour t ∈ R par

y(t) =

√

2e3t + 1

3
.

f)

{
y′(t) + ty(t)2 = 0 (E)

y(0) = 1 (CI)

L'équation di�érentielle (E) se réérit

dy

dt
= −ty2.

On sépare les variables et on intègre : ∫
dy

y2
= −

∫

tdt.

Don il existe une onstante C ∈ R telle que y et t sont liées par la relation

−1

y
= − t2

2
+ C.

D'après (CI), pour t = 0, on a y = 1. Don − 1
1 = − 02

2 + C, 'est à dire C = −1. Don − 1
y = − t2

2 − 1, et don

y = 2
2+t2 . La solution du problème (E)-(CI) est don la fontion dé�nie pour t ∈ R par

y(t) =
2

2 + t2
.

g)

{
y′(t) = t3e−y(t)

(E)

y(1) = 0 (CI)

L'équation di�érentielle (E) se réérit

dy

dt
= t3e−y.
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On sépare les variables et on intègre : ∫

eydy =

∫

t3dt.

Don il existe une onstante C ∈ R telle que y et t sont liées par la relation

ey =
t4

4
+ C.

D'après (CI), pour t = 1, on a y = 0. Don 1 = e0 = 14

4 + C, 'est à dire C = 3/4. Don ey = t4

4 + 3
4 , et don

y = ln
(

t4+3
4

)

. La solution du problème (E)-(CI) est don la fontion dé�nie pour t ∈ R par

y(t) = ln

(
t4 + 3

4

)

.

h)

{

y′(t) = t2

y(t) (E)

y(1) = 1 (CI)

L'équation di�érentielle (E) se réérit

dy

dt
=

t2

y
.

On sépare les variables et on intègre : ∫

ydy =

∫

t2dt.

Don il existe une onstante C ∈ R telle que y et t sont liées par la relation

y2

2
=

t3

3
+ C.

D'après (CI), pour t = 1, on a y = 1. Don

12

2 = 13

3 + C, 'est à dire C = 1/6. Don

y2

2 = t3

3 + 1
6 , et

don y = ±
√

2t3

3 + 1
3 . En réutilisant la ondition initiale y(1) = 1, on d'eduit que 'est le signe + qu'il faut

garder. La solution du problème (E)-(CI) est don la fontion dé�nie pour t > −1/21/3 (ondition qui assure

que

2t3+1
3 > 0) par

y(t) =

√

2t3 + 1

3
.

i)

{

y′(t) = t2
√

y(t) (E)

y(0) = 1 (CI)

L'équation di�érentielle (E) se réérit

dy

dt
= t2

√
y.

On sépare les variables et on intègre : ∫
dy√
y
=

∫

t2dt.

Don il existe une onstante C ∈ R telle que y et t sont liées par la relation

2
√
y =

t3

3
+ C.

D'après (CI), pour t = 0, on a y = 1. Don 2
√
1 = 03

3 + C, 'est à dire C = 2. Don 2
√
y = t3

3 + 2, et don la
solution du problème (E)-(CI) est don la fontion dé�nie pour t ∈ R par

y(t) =

(
t3

6
+ 1

)2

.

j)

{
y′(t) = −2y(t)2 + y(t) (E)

y(0) = 1/3 (CI)

L'équation di�érentielle (E) se réérit

dy

dt
= −2y2 + y.

On sépare les variables et on intègre :

∫
dy

2y2 − y
= −

∫

dt = −t+ C,
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où C ∈ R est une onstante indéterminée. Pour aluler la primitive apparaissant dans le membre de gauhe,

on ommene par herher deux nombres a, b ∈ R tels que

∀y ∈ R\{0,− 1
2},

1
2y2−y = a

y +
b

2y−1. (*)

Comme

a

y
+

b

2y − 1
=

(2a+ b)y − a

y(2y − 1)
,

la propriété (*) est vraie si on hoisit a et b tels que 2a+ b = 0 et −a = 1, 'est à dire a = −1 et b = 2. Don

∫
dy

2y2 − y
=

∫ (

−1

y
+

2

2y − 1

)

dy = − ln |y|+ ln |2y − 1| = ln
|2y − 1|

|y| = ln

∣
∣
∣
∣
2− 1

y

∣
∣
∣
∣
.

Don y et t sont liées par la relation

ln

∣
∣
∣
∣
2− 1

y

∣
∣
∣
∣
= −t+ C.

D'après (CI), pour t = 0, on a y = 1/3. Don ln
∣
∣
∣2− 1

1/3

∣
∣
∣ = 0 + C, 'est à dire C = 0. Don ln

∣
∣
∣2− 1

y

∣
∣
∣ = −t,

d'où

∣
∣
∣2− 1

y

∣
∣
∣ = e−t

, et don 2 − 1
y = e−t

ou 2 − 1
y = −e−t

. Etant donnée la ondition initiale (CI), 'est le

signe - qu'il faut garder dans le seond membre : 2 − 1
y = −e−t, et don la solution du problème (E)-(CI) est

la fontion dé�nie pour t ∈ R par

y(t) =
1

2 + e−t
.

k)

{
y′(t) = 4ty(t)2 − 2ty(t) (E)

y(0) = 1/3 (CI)

L'équation di�érentielle (E) se réérit

dy

dt
= 4ty2 − 2ty, soit

dy

dt
= 2t(2y2 − y).

On sépare les variables et on intègre : ∫
dy

2y2 − y
=

∫

2tdt.

La primitive du membre de gauhe a déjà été alulée à la question j). En réutilisant e résultat, il existe don

une onstante C ∈ R telle que y et t sont liées par la relation

ln

∣
∣
∣
∣
2− 1

y

∣
∣
∣
∣
= t2 + C.

D'après (CI), pour t = 0, on a y = 1/3. Don ln
∣
∣
∣2− 1

1/3

∣
∣
∣ = 0 + C, 'est à dire C = 0. Don ln

∣
∣
∣2− 1

y

∣
∣
∣ = t2,

d'où

∣
∣
∣2− 1

y

∣
∣
∣ = et

2

, et don 2− 1
y = et

2

ou 2− 1
y = −et

2

. Etant donnée la ondition initiale (CI), 'est le signe -

qu'il faut garder dans le seond membre : 2− 1
y = −et

2

, et don la solution du problème (E)-(CI) est la fontion

dé�nie pour t ∈ R par

y(t) =
1

2 + et2
.

Exerie 2.

a) Le nombre de moles de A au temps t est a(t)V , où V est le volume (onstant) de la solution. De même,

le nombre de moles de B au temps t est b(t)V . Etant donnés les oe�ients st÷hiométriques dans a réation

A⇋B, un B est réé quand un A disparait et vie-versa. Don la quantité a(t)V + b(t)V reste onstante au

ours de la réation. Comme V est onstant, a(t) + b(t) reste aussi onstant. Et don, pour tout t > 0,

a(t) + b(t) = a(0) + b(0) = 1 + 0 = 1.

b) Fixons t > 0 et faisons un bilan de la quantité de B pendant un ourt intervalle de temps [t, t+∆t] :

(
Nombre de moles de

B au temps t+∆t

)

︸ ︷︷ ︸

= b(t +∆t)V

=

(
Nombre de moles

de B au temps t

)

︸ ︷︷ ︸

= b(t)V

+

(
Nombre de moles de

A transformées en

B entre t et t+∆t

)

︸ ︷︷ ︸

≈ αa(t)∆tV

−
(
Nombre de moles de

B transformées en

A entre t et t+∆t

)

︸ ︷︷ ︸

≈ βb(t)∆tV

On a don, en simpli�ant par V ,

b(t+∆t) ≈ b(t) + αa(t)∆t − βb(t)∆t.
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En passant le premier terme du membre de droite à gauhe et en divisant le tout par ∆t, on obtient

b(t+∆t)− b(t)

∆t
≈ αa(t) − βb(t).

Cette égalité approximative est d'autant plus préise que ∆t est petit. En passant à la limite ∆t → 0, puisque
le membre de droite ne dépend pas de ∆t et que

b′(t) = lim
∆t→0

b(t+∆t)− b(t)

∆t
,

on obtient l'égalité demandée :

b′(t) = αa(t)− βb(t).

) D'après a), pour tout t > 0, on a a(t) = 1 − b(t). En remplaçant a(t) par 1 − b(t) dans l'égalité trouvée en

b), on obtient b′(t) + βb(t) = α(1 − b(t)), et don

b′(t) + (α+ β)b(t) = α.

d) L'équation di�érentielle de la question ) se réérit

dy

dt
= α− (α+ β)y.

Pour résoudre ette équation, on sépare les variables et on intègre :

∫
dy

α− (α + β)y
=

∫

dt.

Si y est solution de ette équation, il existe don une onstante C ∈ R telle que y et t sont liées par la relation

− 1

α+ β
ln |α− (α+ β)y| = t+ C.

C'est en partiulier le as pour la fontion b. Don il existe une onstante C ∈ R telle que pour t > 0

ln |α− (α+ β)b(t)| = −(α+ β)(t + C),

d'où

α− (α+ β)b(t) = ±e−(α+β)Ce−(α+β)t.

De plus, b véri�e la ondition initiale b(0) = 0, qui implique

±e−(α+β)C = α.

Don

b(t) =
α

α+ β

(

1− e−(α+β)t
)

.

D'après a), on a aussi

a(t) = 1− b(t) = 1− α

α+ β

(

1− e−(α+β)t
)

,

soit

a(t) =
β

α+ β
+

α

α+ β
e−(α+β)t.

e) Puisque α > 0 et β > 0 (sous-entendu dans l'énoné), on a e−(α+β)t −→
t→+∞

0. Don

lim
t→+∞

a(t) =
β

α+ β
, lim

t→+∞

b(t) =
α

α+ β
.

1

β
α+β

t

y y = a(t)

1
α

α+β

t

y y = b(t)
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Exerie 3.

a) Si la réation est d'ordre 0, pour t > 0 et tant qu'il reste du réatif, a est solution de l'équation di�érentielle

a′(t) = −v(t) = −k.

Don il existe une onstante H ∈ R telle que

a(t) = −kt+H.

Compte tenu de la ondition initiale a(0) = a0, on a H = a0, et don

a(t) = −kt+ a0.

Cette expression de a(t) reste valable jusqu'au temps T = a0/k, au bout duquel la totalité du réatif est épuisée,

et au delà duquel la onentration en A reste nulle. Don pour tout t > 0, a(t) est donné par

a(t) =

{
−kt+ a0 si 0 6 t 6 a0

k ,
0 si t > a0

k .

Le temps de demi-réation θ1/2 est obtenu en résolvant l'équation a(θ1/2) =
a0

2 , 'est à dire

−kθ1/2 + a0 =
a0
2
,

qui donne

θ1/2 =
a0
2k

.

On remarquera que pour une réation d'ordre 0, le temps de demi-réation est une fontion roissante de a0.

b) Si la réation est d'ordre 1, pour t > 0 et tant qu'il reste du réatif, a est solution de l'équation di�érentielle

a′(t) = −v(t) = −ka(t),

qui se réérit

da

dt
= −ka.

On résout ette équation en séparant les variables et en intégrant :

ln a =

∫
da

a
= −k

∫

dt = −kt+H,

où H ∈ R est une onstante, dont l'utilisation de la ondition initiale a(0) = a0 donne la valeur : H = ln a0.
Don, en prenant l'exponentielle, a(t) = e−kt+ln a0

et, pour tout t > 0,

a(t) = a0e
−kt.

On notera que le réatif n'est jamais totalement épuisé (du moins, d'un point de vue stritement mathématique).

Le temps de demi-réation θ1/2 est obtenu en résolvant l'équation a(θ1/2) =
a0

2 , 'est à dire

a0e
−kθ1/2 =

a0
2
,

qui donne e−kθ1/2 = 1
2 , don

θ1/2 = − 1

k
ln

(
1

2

)

=
ln 2

k
.

On remarquera que pour une réation d'ordre 1, le temps de demi-réation ne dépend pas de a0.

) Si la réation est d'ordre p > 2, pour t > 0 et tant qu'il reste du réatif, a est solution de l'équation

di�érentielle

a′(t) = −v(t) = −ka(t)p,

qui se réérit

da

dt
= −kap.

On résout ette équation en séparant les variables et en intégrant :

∫

−da

ap
= k

∫

dt = kt+H,
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où H ∈ R est une onstante. La primitive du membre de gauhe peut se aluler de la manière suivante :

∫

−da

ap
=

∫

−a−pda = − 1

1− p
a1−p =

1

p− 1

1

ap−1
.

Don a et t sont liées par la relation

1
p− 1

1
ap−1 = kt+H. (*)

En utilisant la ondition initiale a(0) = a0, on détermine H = 1
p−1

1
ap−1
0

. Puis, en multipliant (*) membre à

membre par 1/H = (p− 1)ap−1
0 , on obtient

(a0
a

)p−1

= (p− 1)ap−1
0 kt+ 1,

et don, pour tout t > 0,

a(t) = a0

(

(p− 1)ap−1
0 kt+ 1

)
−1/(p−1)

.

On notera que le réatif n'est jamais totalement épuisé. La déroissane de la onentration en A (en t−1/(p−1)
)

est plus lente que dans le as d'une réation d'ordre 1, où ette déroissane était exponentielle en temps (et la

déroissane est d'autant plus lente que p est grand).

Le temps de demi-réation θ1/2 est obtenu en résolvant l'équation a(θ1/2) =
a0

2 , 'est à dire

a0

(

(p− 1)ap−1
0 kθ1/2 + 1

)
−1/(p−1)

=
a0
2
,

qui donne (p− 1)ap−1
0 kθ1/2 + 1 =

(
1
2

)
−(p−1)

= 2p−1
, don

θ1/2 =
2p−1 − 1

(p− 1)ap−1
0 k

.

On remarquera que pour une réation d'ordre p > 2, le temps de demi-réation est une fontion déroissante de

a0.

Exerie 4.

a) Les nombres de moles de A, B et C au temps t sont respetivement a(t)V , b(t)V et c(t)V , où V est le volume

(onstant) de la solution. Etant donnés les oe�ients stoehiométriques de la réation A + B −→ C, quand
une quantité de A disparait, une quantité équivalente de C est réée, et une quantité équivalente de B disparait

également. Don les quantités a(t)V + c(t)V et b(t)V + c(t)V sont onstantes au ours de la réation. Etant

données les onditions initiales a(0) = a0, b(0) = b0 et c(0) = 0 et le fait que V est onstant, on a don, pour

tout t > 0,
a(t) + c(t) = a0, b(t) + c(t) = b0,

et don

a(t) = a0 − c(t), b(t) = b0 − c(t).

Don la fontion c véri�e, pour tout t > 0,

c′(t) = ka(t)b(t) = k(a0 − c(t))(b0 − c(t)).

b) Si b0 = a0, l'équation di�érentielle satisfaite par c se réérit

dc

dt
= k(a0 − c)2.

On résout ette équation par séparation des variables : formellement,

dc

(a0 − c)2
= kdt.

En intégrant, on obtient :

1

a0 − c
=

∫
dc

(a0 − c)2
=

∫

kdt = kt+H,

où H ∈ R est une onstante. La ondition initiale c(0) = 0 donne alors la valeur de H :

1
a0−0 = k · 0+H , don

H = 0, et don

a0 − c =
1

kt+ 1
a0

,
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d'où, pour tout t > 0,

c(t) = a0 −
1

kt+ 1
a0

= a0 −
a0

a0kt+ 1
= a0

(

1− 1

a0kt+ 1

)

,

et don

c(t) =
a20kt

a0kt+ 1
.

On notera que c(t) −→
t→+∞

a0, e qui n'est pas surprenant, puisqu'au bout d'un temps in�ni, les deux réatifs A

et B, en proportion st÷hiométriques au début de la réation, ont intégralement été transformés en C.

) Si a0 6= b0, l'équation di�érentielle satisfaite par c s'érit

dc

dt
= k(a0 − c)(b0 − c).

On sépare les variables et on intègre :

∫
dc

(a0 − c)(b0 − c)
=

∫

kdt = kt+H,

où H ∈ R est une onstante. Pour aluler la primitive du membre de droite, on ommene par herher deux

nombres α, β ∈ R tels que pour tout c 6= a0 et c 6= b0,

1
(a0 − c)(b0 − c)

= α
a0 − c +

β
b0 − c

. (*)

En mettant les frations du membre de droite au même dénominateur, on obtient

α

a0 − c
+

β

b0 − c
=

−(α+ β)c+ αb0 + βa0
(a0 − c)(b0 − c)

.

L'égalité (*) est don satisfaite si on hoisit α et β tels que α+ β = 0 et αb0 + βa0 = 1, 'est à dire

α =
1

b0 − a0
, β = − 1

b0 − a0
.

Don

1

∫
dc

(a0 − c)(b0 − c)
=

∫ (
1

b0 − a0

1

a0 − c
− 1

b0 − a0

1

b0 − c

)

dc =
1

b0 − a0
(− ln (a0 − c) + ln (b0 − c))

=
1

b0 − a0
ln

(
b0 − c

a0 − c

)

.

On en déduit que les variables c et t sont liées par la relation

1

b0 − a0
ln

(
b0 − c

a0 − c

)

= kt+H.

La ondition initiale c(0) = 0 donne la valeur de H :

H =
1

b0 − a0
ln

(
b0
a0

)

,

et don pour tout t > 0 on a

1

b0 − a0
ln

(
b0 − c(t)

a0 − c(t)

)

− 1

b0 − a0
ln

(
b0
a0

)

= kt,

qui donne

1

b0 − a0
ln

(
1− c(t)/b0
1− c(t)/a0

)

= kt.

Supposons par exemple b0 > a0. Comme pour tout t, c′(t) = ka(t)b(t) > 0, on sait que c est une fontion

roissante sur R. L'égalité préédente entraine que si t → +∞,

1−c(t)/b0
1−c(t)/a0

→ +∞. Or, omme on l'a déjà

remarqué, pour tout t, on a 0 6 c(t) 6 a0 < b0. Don pour tout t, on a 0 < 1− a0/b0 6 1− c(t)/b0 6 1. Don,

1

On notera que dans le alul qui suit, on érit diretement

∫
1

a0−c
dc = − ln(a0 − c), et pas − ln |a0 − c|. C'est pare que vu

le ontexte himique, il est évident que pour tout t, on aura c(t) 6 a0, et don a0 − c(t) > 0. Et de même, on sait à l'avane que

b0 − c(t) > 0 pour tout t > 0.
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si

1−c(t)/b0
1−c(t)/a0

→ +∞, 'est que 1 − c(t)/a0 → 0+, 'est à dire c(t) → a0. Ce qui n'est pas surprenant : au bout

d'un temps in�ni, le réatif en défaut (A) est épuisé, et , ompte tenu des oe�ients st÷hiométriques et de la

ondition initiale c(0) = 0, la quantité �nale de C est égale à la quantité initiale de A.

De même, si 'est A qui est en exès, 'est à dire si a0 > b0, on aura c(t) −→
t→+∞

b0. Au total, dans tous les as,

lim
t→+∞

c(t) = min(a0, b0).

Exerie 5.

a) L'équation di�érentielle satisfaite par x se réérit

dx

dt
= −kx.

Pour résoudre ette équation, on sépare les variables et on intègre :

lnx =

∫
dx

x
= −k

∫

dt = −kt+ C,

où C ∈ R est une onstante. A t = 0, on a x = x0, don C = lnx0. Et don, pour tout t > 0,

x(t) = e−kt+ln x0 = x0e
−kt.

Si on note V le volume (onstant) de la solution, le nombre de moles de P au temps t est p(t)V . Vu les

oe�ients st÷hiométriques de la réation et omme p(0) = 0, la quantité de P qui s'est formée au temps t est
égale à la quantité de Cr

3+
onsommée au même instant, don p(t)V = x0V − x(t)V . En divisant par V , on

obtient

p(t) = x0 − x(t) = x0(1− e−kt).

Quand t → +∞, on obtient

lim
t→+∞

x(t) = 0, lim
t→+∞

p(t) = x0.

b) Pour tout t > 0,

A(t) = αxx0e
−kt + αpx0(1− e−kt) = αpx0 + x0e

−kt(αx − αp).

A t = 0, on obtient

A(0) = αxx0,

et à la limite t → +∞, on a

A∞ = αpx0.

) D'après les résultats de b), on a

A(t) = A∞ + e−kt(A(0)−A∞),

et don

ln
A(t)−A∞

A(0)−A∞

= −kt,

d'où la formule demandée

ln
A∞ −A(0)

A∞ −A(t)
= kt.

Exerie 6.

a) Fixons t > 0 et faisons un bilan de la population de lapins pendant un ourt intervalle de temps [t, t+∆t] :

(
Nombre de lapins

au temps t+∆t

)

︸ ︷︷ ︸

= P (t+∆t)

=

(
Nombre de lapins

au temps t

)

︸ ︷︷ ︸

= P (t)

+
(

Nombre de lapins

nés entre t et t+∆t

)

︸ ︷︷ ︸

≈ n0P (t)∆t

−
(

Nombre de lapins

morts entre t et
t+∆t

)

︸ ︷︷ ︸

≈ m(t)P (t)∆t

En passant le premier terme du membre de droite à gauhe et en divisant le tout par ∆t, on obtient

P (t+∆t)− P (t)

∆t
≈ n0P (t)−m(t)P (t).

Cette égalité approximative est d'autant plus préise que ∆t est petit. En passant à la limite ∆t → 0, puisque
le membre de droite ne dépend pas de ∆t et que

P ′(t) = lim
∆t→0

P (t+∆t)− P (t)

∆t
,
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on obtient l'égalité demandée :

P ′(t) = n0P (t)−m(t)P (t).

b) Si m(t) = m0, l'équation diférentielle satisfaite par P se réérit

dP

dt
= (n0 −m0)P.

On résout ette équation en séparant les variables et en intégrant :

lnP =

∫
dP

P
= (n0 −m0)

∫

dt = (n0 −m0)t+ C,

où C ∈ R est une onstante qu'on détermine en utilisant la ondition initiale P (0) = P0, qui donne C = lnP0.

Et don, pour t > 0,

P (t) = e(n0−m0)t+lnP0 = P0e
(n0−m0)t.

) Si n0 > m0, on a don

lim
t→+∞

P (t) = +∞.

Les ressoures sur l'île étant limitées, e n'est pas réaliste : la population �nira par devenir trop importante,

entrainant une surmortalité, don un taux de mortalité qui ne sera plus onstant.

d) Si le taux de mortalité est donné par m(t) = m0 + αP (t), omme il doit augmenter quand P (t) augmente,

on doit avoir α > 0.
e) Si m(t) = m0 + αP (t), l'équation di�érentielle satisfaite par P s'érit

P ′(t) = n0P (t)− (m0 + αP (t))P (t),

soit

P ′(t) = a0P (t)− αP (t)2,

ave a0 = n0 −m0. En mettant les frations au même dénominateur, on obtient

2

1

a0

(
1

P
+

α

a0 − αP

)

=
1

a0

(
a0 − αP + αP

P (a0 − αP )

)

=
1

P (a0 − αP )
=

1

a0P − αP 2
.

Si a0−αP0 6= 0, on résout l'équation di�érentielle satisfaite par P en séparant les variables et en intégrant entre

le temps 0 et un temps t > 0 (le alul est valable tant que a0P − αP 2 6= 0) :

∫ t

0

dP

a0P − αP 2
=

∫ t

0

ds = t.

Compte tenu du alul préédent, l'intégrale du membre de gauhe peut être alulée de la manière suivante :

∫ t

0

dP

a0P − αP 2
=

∫ t

0

1

a0

(
1

P
+

α

a0 − αP

)

dP =
1

a0
[lnP − ln |a0 − αP |]P=P (t)

P=P0

=
1

a0
((lnP (t)− ln |a0 − αP (t)|)− (lnP0 − ln |a0 − αP0|))

=
1

a0

(

ln
P (t)

P0
− ln

∣
∣
∣
∣

a0 − αP (t)

a0 − αP0

∣
∣
∣
∣

)

On a don

ln
P (t)

P0
− ln

∣
∣
∣
∣

a0 − αP (t)

a0 − αP0

∣
∣
∣
∣
= a0t,

don

ln

∣
∣
∣
∣

P0(a0 − αP (t))

P (t)(a0 − αP0)

∣
∣
∣
∣
= −a0t,

et don

ln

∣
∣
∣
∣

P0

a0 − αP0

(
a0
P (t)

− α

)∣
∣
∣
∣
= −a0t,

a0
P (t)

− α = ±a0 − αP0

P0
e−a0t.

2

Si ette indiation n'était pas donnée dans l'énoné, on aurait pu herher des onstantes λ et ν telles que

1

a0P − αP 2
=

λ

P
+

ν

a0 − αP
,

e qui aurait donné λ = 1

a0
et ν = α

a0
.
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La ondition initiale P (0) = P0 entraine que 'est le signe + qui doit être onservé, et

P (t) = a0
1

α+ a0−αP0

P0
e−a0t

=
a0P0

αP0(1 − e−a0t) + a0e−a0t
.

En partiulier,

lim
t→+∞

P (t) =
a0
α
.

Quand t tend vers l'in�ni, la population tend vers une population d'équilibre P∞ = a0/α.
f) Si P0 = a0/α, la population reste onstante égale à ette population d'équilibre : la fontion P telle que pour

tout t > 0, P (t) = P0 est solution de (E2).

Si P0 > a0/α, la solution P (t) de (E2) trouvée à la question préédente déroit sur R (et tend vers a0/α quand

t → +∞).

Si P0 < a0/α, la solution P (t) de (E2) trouvée à la question préédente roit sur R (et tend aussi vers a0/α
quand t → +∞).

Noter que la population d'équilibre P∞ = a0/α est d'autant plus grande que α est petit, et tend vers l'in�ni

quand α tend vers 0+, e qui est ohérent ave e qu'on a observé dans les questions b) et ) (as α = 0).

Exerie 7.

I. 0) Pour tout t ∈ I,

d

dt

(
eat(y1(t)− y2(t))

)
= aeat(y1(t)− y2(t)) + eat(y′1(t)− y′2(t)) = eat ((y′1(t) + ay1(t)) − (y′2(t) + ay2(t)))

= eat(f − f) = 0,

ar y1 et y2 sont solutions de (E) sur l'intervalle I. Don il existe une onstante K telle que pour tout t ∈ I,
eat(y1(t) − y2(t)) = K. Comme y1 et y2 véri�ent toutes les deux (CI), à t = 0, on a e0(y0 − y0) = K, et don

K = 0. Don pour tout t ∈ I, eat(y1(t)− y2(t)) = 0, et don y1(t) = y2(t).

I. 1)a) Si y est solution de (E)-(CI), on a

y′(0) = f − ay(0) = f − ay0.

b) Si yp(t) est une fontion onstante sur R, on a pour tout t ∈ R y′p(t) = 0, et don y′p(t) + ayp(t) = ayp(t).

Si de plus yp est solution de (E), on doit don avoir, pour tout t ∈ R, ayp(t) = f , et don yp(t) = f/a .

Réiproquement, ela dé�nit bien une solution de (E). En e�et, pour tout t ∈ R, y′p(t) + ayp(t) = 0+ af/a = f .
Si de plus y0 = f/a, la fontion yp ainsi dé�nie véri�e aussi (CI), puisque yp(0) = f/a = y0.

) L'équation (E) se réérit

dy
dt + ay = f . Formellement, en séparant les variables sur un intervalle sur lequel

f − ay ne s'annule pas, on obtient

dy
ay−f = −dt. Ensuite, on intègre :

1

a
ln |ay − f | =

∫
dy

ay − f
=

∫

−dt = −t+K,

où K ∈ R est une onstante. Don |ay − f | = exp(a(−t+K)) = eaKe−at
, et don

ay − f = ±eaKe−at,

qui se réérit

y =
f

a
+ Ce−at, (∗)

où C = ±eaK/a est une onstante non nulle. On notera qu'en remplaçant C par 0 dans l'égalité (*), on retrouve

la solution onstante de (E) trouvée à la question b).

d) Si la fontion y donnée à la question ) véri�e (CI), on a

y0 = y(0) =
f

a
+ C,

et don C = y0 − f
a . Réiproquement, on véri�e que

y(t) =
f

a
+

(

y0 −
f

a

)

e−at

dé�nit bien une solution de (E)-(CI). En e�et, en prenant y omme dans la formule i-dessus, on a bien, pour

tout t ∈ R,

y′(t) + ay(t) =

(

y0 −
f

a

)

· (−a)e−at + a

(
f

a
+

(

y0 −
f

a

)

e−at

)

= f, et y(0) =
f

a
+

(

y0 −
f

a

)

= y0.
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D'après la question 0), on sait qu'il s'agit de la seule solution du problème.

2)a) On a vu à la question 1)b) que

yp(t) =
f

a

est solution de (E). Noter qu'a priori, sauf hypothèse supplémentaire sur y0, ette fontion yp ne véri�e pas

(CI).

b) Comme y et yp sont toutes les deux solutions de (E) sur R, la fontion yh dé�nie pour t ∈ R par yh(t) =
y(t)− yp(t) véri�e, pour tout t ∈ R,

y′h(t) + ayh(t) =
(
y′(t)− y′p(t)

)
+ a (y(t)− yp(t)) = (y′(t) + ay(t))−

(
y′p(t)) + ayp(t)

)
= f − f = 0.

) L'équation (H) se réérit

dyh

dt + ayh = 0. On résout ette équation en séparant les variables et en intégrant :

si yh 6= 0,

ln |yh| =
∫

dyh
yh

=

∫

−adt = −at+K,

où K ∈ R est une onstante. Don

yh = ±e−at+K = Ce−at,

où on a posé C = ±eK . Réiproquement, on véri�e que pour tout C ∈ R, la fontion dé�nie pour t ∈ R par

yh(t) = Ce−at

est bien solution de (H). C'est l'unique solution sur R du problème (H) qui véri�e la ondition initiale yh(0) = C
(l'uniité de la solution à e problème se déduit de la question 0) en remplaçant f par 0 et y0 par C). On en

déduit également que toutes les solutions de (H) sont de e type.

d) D'après b) et ), si y est une solution de (E) sur R, il existe une onstante C ∈ R telle que pour tout t ∈ R,

on a y(t)− yp(t) = Ce−at. Don, étant donnée l'expression de yp trouvée à la question a), toute solution de (E)

sur R s'érit, pour tout t ∈ R,

y(t) =
f

a
+ Ce−at

pour un ertain C ∈ R. Si de plus y véri�e (CI), à t = 0, on a y0 = y(0) = f
a + C, don C = y0 − f/a, et don

pour tout t ∈ R,

y(t) =
f

a
+

(

y0 −
f

a

)

e−at.

3)a) Ave les notations introduites dans la question, pour tout t ∈ I, on a, grâe à la formule de dérivation

d'un produit :

z′(t) = aeaty(t) + eaty′(t) = eat (y′(t) + ay(t)) = eatf.

b) En reprenant les notations de la question a), si y est une solution de (E) sur R et si z est dé�ni, pour tout

t ∈ R, par z(t) = eaty(t), il existe une onstante C ∈ R telle que pour tout t ∈ R,

z(t) =

∫

featdt =
f

a
eat + C

et don

y(t) = e−atz(t) = e−at

(
f

a
eat + C

)

=
f

a
+ Ce−at.

) On détermine la valeur de C en utilisant la ondition initiale (CI) omme on l'a fait à la question 2)d). On

obtient C = y0 − f/a, et pour tout t ∈ R,

y(t) =
f

a
+

(

y0 −
f

a

)

e−at.

4)a) Voir 2)).

b) Si y(t) = z(t)e−at
est solution de (E) sur R, la fontion z véri�e, pour tout t ∈ R :

z′(t)e−at + z(t) ·
(
−ae−at

)

︸ ︷︷ ︸

y′(t)

+a z(t)e−at

︸ ︷︷ ︸

y(t)

= f,

et don, après simpli�ation :

z′(t)e−at = f,
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'est à dire

z′(t) = feat.

) On déduit de la question préédente omme en 3)b) et 3)) que

y(t) =
f

a
+

(

y0 −
f

a

)

e−at.

II.0) Soit y1 et y2 deux solutions de (E)-(CI) sur I, et A(t) =
∫ t

0 a(s)ds. Calulons

d

dt

(

eA(t)(y1(t)− y2(t))
)

= A′(t)eA(t)(y1(t)− y2(t)) + eA(t)(y′1(t)− y′2(t))

= eA(t) ((y′1(t) + a(t)y1(t))− (y′2(t) + a(t)y2(t))) = eA(t)(f(t)− f(t)) = 0.

Don eA(t)(y1(t)− y2(t)) est onstant sur l'intervalle I. Pour obtenir la valeur de ette onstante, on l'évalue à

t = 0 : elle vaut e0(y0 − y0) = 0. Don pour tout t ∈ I, eA(t)(y1(t) − y2(t)) = 0, 'est à dire y1(t) = y2(t). Les
fontions y1 et y2 sont don les mêmes, et don si (E)-(CI) a une solution sur I, elle-i est unique.
2)a) Si y et yp sont deux solutions de (E) sur I, la fontion yh dé�nie pour t ∈ I par yh(t) = y(t)− yp(t) véri�e,
pour tout t ∈ I,

y′h(t)+a(t)yh(t) =
(
y′(t)− y′p(t)

)
+a(t) (y(t)− yp(t)) = (y′(t) + a(t)y(t))−

(
y′p(t)) + a(t)yp(t)

)
= f(t)−f(t) = 0.

b) L'équation (H) se réérit

dyh

dt +a(t)yh = 0. On résout ette équation en séparant les variables et en intégrant :

si yh 6= 0,

ln |yh| =
∫

dyh
yh

=

∫

−a(t)dt = −A(t) +K,

où K ∈ R est une onstante. Don

yh = ±e−A(t)+K = Ce−A(t),

où on a posé C = ±eK . Réiproquement, on véri�e que pour tout C ∈ R, la fontion dé�nie pour t ∈ I par

yh(t) = Ce−A(t)

est bien solution de (H). C'est l'unique solution sur I du problème (H) qui véri�e la ondition initiale yh(0) =
Ce−A(0)

(l'uniité de la solution à e problème se déduit de la question 0) en remplaçant f(t) par 0 et y0 par

Ce−A(0)
). On en déduit également que toutes les solutions de (H) sont de e type.

) D'après a) et b), si y est une solution de (E) sur I, il existe une onstante C ∈ R telle que pour tout t ∈ I,
on a y(t)− yp(t) = Ce−A(t). Don toute solution de (E) sur I est de la forme

y(t) = yp(t) + Ce−A(t)

pour un ertain C ∈ R.

d) On remarque que yp(t) = 2 est solution de l'équation. En e�et, pour tout t ∈ I, on a

y′p(t) + typ(t) = 0 + t · 2 = 2t.

On alule ensuite une primitive de a(t) = t :

A(t) =

∫ t

0

sds =
t2

2
.

D'après b), les solutions de

y′h(t) + tyh(t) = 0

sont les fontions du type

yh(t) = Ce−t2/2,

et d'après ), les solutions de (E) sont les fontions du type

y(t) = 2 + Ce−t2/2,

où C ∈ R est une onstante que l'on détermine en utilisant (CI) : à t = 0, on a 1 = y(0) = 2+C, don C = −1,
et don, pour tout t ∈ R,

y(t) = 2− e−t2/2.
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e) On herhe une solution partiulière de (E) sur R sous la forme yp(t) = Ket, où K ∈ R. Pour tout t ∈ R, on

a y′p(t) + 2yp(t) = Ket + 2Ket = 3Ket. Don yp est solution de (E) si et seulement si on hoisit K = 1/3 :

yp(t) =
1

3
et.

On alule ensuite une primitive de a(t) = 2 :

A(t) =

∫ t

0

2ds = 2t.

D'après b), les solutions de

y′h(t) + 2yh(t) = 0

sont les fontions du type

yh(t) = Ce−2t,

et d'après ), les solutions de (E) sont les fontions du type

y(t) =
1

3
et + Ce−2t,

où C ∈ R est une onstante que l'on détermine en utilisant (CI) : à t = 0, on a 1 = y(0) = 1/3 + C, don
C = 2/3, et don, pour tout t ∈ R,

y(t) =
1

3
et +

2

3
e−2t.

3)a) Ave les notations introduites dans la question, pour tout t ∈ I, on a, grâe à la formule de dérivation

d'un produit et omme A′(t) = a(t) :

z′(t) = A′(t)eA(t)y(t) + eA(t)y′(t) = eA(t) (y′(t) + a(t)y(t)) = eA(t)f(t).

b) En reprenant les notations de la question a), si y est une solution de (E) sur I et si z est dé�ni, pour tout

t ∈ I, par z(t) = eA(t)y(t), il existe une onstante C ∈ R telle que pour tout t ∈ I,

z(t) =

∫

f(t)eA(t)dt = D(t) + C

et don

y(t) = e−A(t)z(t) = e−A(t) (D(t) + C) = D(t)e−A(t) + Ce−A(t).

) Pour le problème de la question 2)d), on a a(t) = t, A(t) =
∫ t

0 sds = t2/2, f(t) = 2t, don on peut hoisir

D(t) =

∫

2tet
2/2dt = 2et

2/2.

D'après b), les solutions de l'équation di�érentielle de 2)d) sont don de la forme

y(t) = e−t2/2(2et
2/2 + C) = 2 + Ce−t2/2,

pour un C ∈ R. On détermine ensuite la valeur de C omme dans la question 2)d).

Pour le problème de la question 2)e), on a a(t) = 2, A(t) =
∫ t

0 2ds = 2t, f(t) = et, don on peut hoisir

D(t) =

∫

ete2tdt =

∫

e3tdt =
1

3
e3t.

D'après b), les solutions de l'équation di�érentielle de 2)e) sont don de la forme

y(t) = e−2t(
1

3
e3t + C) =

1

3
et + Ce−2t,

pour un C ∈ R. On détermine ensuite la valeur de C omme dans la question 2)e).

4)a) Voir 2)b).

b) Si y(t) = z(t)e−A(t)
est solution de (E) sur I, la fontion z véri�e, pour tout t ∈ I :

z′(t)e−A(t) + z(t) ·
(

−a(t)e−A(t)
)

︸ ︷︷ ︸

y′(t)

+a(t) z(t)e−A(t)

︸ ︷︷ ︸

y(t)

= f(t),

et don, après simpli�ation :

z′(t)e−A(t) = f(t),

'est à dire

z′(t) = f(t)eA(t),

soit la même équation qu'en 3)a). On peut don onlure omme en 3)b).
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