UM HAS101X - Outils mathématiques 1 2023-24

Corrigé de la feuille TD 6: Equations Différentielles

Exercice 1.
o { VO ®)
y(0) =1 (CD)
L’équation différentielle (E) se réécrit
dy
at U

dy

Donc il existe une constante C' € R telle que y et ¢ sont liées par la relation

On sépare les variables et on intégre :

1
S =t4C.
Y

D’aprés (CI), pour t = 0, on a y = 1. Donc —1 = 0+ C, c’est & dire C = —1. Donc —i =1t —1, et donc

y = 7. La solution du probléme (E)-(CI) est donc la fonction définie pour ¢ < 1 par

1
t) = ——.
y(t) =1
_ 1+y(®)?
b) y'(t) = 23((15) (E)
y(0) =5 (CD)
L’équation différentielle (E) se réécrit
dy 1+
e 2y

On sépare les variables et on intégre :

2yd
/ i A / dt.
1492
Donc il existe une constante C' € R telle que y et ¢ sont liées par la relation
In(l1+y*) =t+C.

D’aprés (CI), pour t = 0, onay = 5. Donc In(1+52) = 04C, c’est a dire C = In(26). Donc In(1+y?) = t+1n(26),
donc 1+ y? = exp(t + In(26)) = 26e’. Donc y = +v/26e! — 1 ou y = —/26e? — 1. Parmi ces deux possibilités,
seule la premiére vérifie la condition initiale y(0) = 5. La solution du probléme (E)-(CI) est donc la fonction
définie pour ¢ > — In(26) par

y(t) = v26et — 1.

y(0) =0 (CD)
L’équation différentielle (E) se réécrit

0 { V() = mbmy (B

dy 12
dt  cosy’

/cosydy = /tht.

Donc il existe une constante C' € R telle que y et ¢ sont liées par la relation

On sépare les variables et on intégre :

t3
siny = 3 +C.

D’aprés (CI), pour t = 0, on a y = 0. Donc sin(0) = % + C, c’est & dire C = 0. Donc siny = %, et donc

y = arcsin(¢3/3). La solution du probléme (E)-(CI) est donc la fonction définie pour ¢ €] — 3/3,31/3[ (car si
t € R, |t3/3] < 1 si et seulement si || < 31/3) par

G




e2u(t)
(E)

y/(t) = 142

d) y(0) = —5In7 (CI)
L’équation différentielle (E) se réécrit
dy e
dt 1+t
On sépare les variables et on intégre : 0
-2
/ e Ydy = / 5

Donc il existe une constante C' € R telle que y et ¢ sont liées par la relation

1
—Ze~% = arctant + C.

D’aprés (CI), pour t = 0, on a y = félnw. Donc f%w = arctan0 + C, c’est & dire C = —5. Donc
e% = — 2arctant, et donc y = —1 In (r — 2arctant). La solution du probléme (E)-(CI) est donc la fonction
définie pour t € R par
1
y(t) = ) In (7 — 2arctant) .
’ eBt
e) y(t) -5 =0 (E)
y(0) =1 (CD)
L’équation différentielle (E) se réécrit
dy B e3t
dt  y
On sépare les variables et on intégre :
/ydy = /eStdt.
Donc il existe une constante C' € R telle que y et ¢ sont liées par la relation
Lo 13
-y == C.
2y 36 +
D’aprés (CI), pour t = 0, on a y = 1. Donc 2 = 1 + O, c’est a dire C = 1/6. Donc y? = 23 4 1, et donc
2 7 3 3 3
y=+/25 ouy = 2241 En réutilisant la condition initiale y(0) = 1, il résulte que la solution du
probléme (E)-(CI) est la fonction définie pour ¢ € R par
2e3t + 1
) =4/ —=.
yt) =\ —3
f { v(0) +1y(t? =0 (E)
y(0) =1 (CD)
L’équation différentielle (E) se réécrit
@ _ —ty2
dt '
On sépare les variables et on intégre :
d
- / tdt.
Y
Donc il existe une constante C' € R telle que y et ¢ sont liées par la relation
1 t?
——=—-—=+4C.
Y 2 "
— 2 _

1__0° ) 5 A _ 1
*3+C’,cestad1re0771.Doncfgf 5

D’aprés (CI), pour ¢t = 0, on a y = 1. Donc —1
Y= 24_% La solution du probléme (E)-(CI) est donc la fonction définie pour ¢ € R par

2
) =
vit) =55
g { =g ®
y(1) =0 (CD)
L’équation différentielle (E) se réécrit
dy 3,—
Y Bev.
a =" °

1, et donc



On sépare les variables et on intégre :
/eydy = /t3dt.
Donc il existe une constante C' € R telle que y et ¢ sont liées par la relation

t4
V=—+C.
[ 4+

D’aprés (CI), pour t = 1,0on ay = 0. Donc 1 = " = 14—4 + C, cest a dire C' = 3/4. Donc e¥ = % + %, et donc
y=In (%) La solution du probléme (E)-(CI) est donc la fonction définie pour ¢t € R par

y(t) = In <t413>.

y1) =1 (CI)
L’équation différentielle (E) se réécrit

m{yw=% (F)

dyit2

at  y’

/ydy = /tht.

Donc il existe une constante C' € R telle que y et ¢ sont liées par la relation

On sépare les variables et on intégre :

2 3

Y t

= =—+C.
5 3+

D’aprés (CI), pour ¢ = 1, on a y = 1. Donc g = % + C, c’est a dire C = 1/6. Donc % = % + %, et
donc y = + % + % En réutilisant la condition initiale y(1) = 1, on d’eduit que c’est le signe + qu’il faut
garder. La solution du probléme (E)-(CI) est donc la fonction définie pour ¢ > —1/2/3 (condition qui assure

2t341
2t3 + 1
t) = .
y(t) =1\ —3

que === > 0) par

D{yw=ﬁ 0 (B)
y(0) =1 (CD)
L’équation différentielle (E) se réécrit
dy 2
— =1 .
dt VY

dy /2
— = | t*dt.
NG

Donc il existe une constante C' € R telle que y et ¢ sont liées par la relation

On sépare les variables et on intégre :

t3
2y =5 +C.

D’apreés (CI), pour t =0, on a y = 1. Donc 2¢/1 = % + C, c’est & dire C' = 2. Donc 2,/y = % + 2, et donc la
solution du probléme (E)-(CI) est donc la fonction définie pour ¢ € R par

o= (2e)

o { V=207 +y(t)  (B)
Y y0)=1/3 (CT)

L’équation différentielle (E) se réécrit

— = -2 +uy.
o Yy +y

d
Japy=[a=ee

On sépare les variables et on intégre :



ol C' € R est une constante indéterminée. Pour calculer la primitive apparaissant dans le membre de gauche,
on commence par chercher deux nombres a,b € R tels que

1 — a _b *)

Vy S R\{Oa 7%}7

20~y y 291"
Comme
a_ b _ (2a+ by —a
y 2y—1 y(2y—1)
la propriété (*) est vraie si on choisit a et b tels que 2a+b=0et —a =1, c’est & dire a = —1 et b = 2. Donc

dy /( 1 2 ) |2y — 1] 1
= ——+ dy=—In|y|+In|2y—1|=1In =In|2—-—|.
/2y2*y y 2y—1 I+ o] | [yl y

Donc y et t sont liées par la relation

In

1
2-2|=—t4c
Y

D’aprés (CI), pour t =0, on a y = 1/3. Donc 1n‘2 - ﬁ’ =0+ C, c’est & dire C = 0. Donc In ’2 - i’ = —t,
d’on |2 — ﬂ =e ' et donc 2~ 5 =e'ou2— = —e . Etant donnée la condition initiale (CI), c’est le
signe - qu'’il faut garder dans le second membre : 2 — i = —e~ !, et donc la solution du probléme (E)-(CI) est
la fonction définie pour ¢ € R par
1
y(t> = 2 + e_t °
k) { y'(t) = aty(t)? —2ty(t)  (E)
y(0) =1/3 (€D

L’équation différentielle (E) se réécrit

dy 9 . dy 2

— = 4ty° — 2t t — =2t(2y" — y).

o = dty” =2ty soi o = 22y —y)

On sépare les variables et on intégre :

dy
= [ 2tdt.
/ 2y? —y /

La primitive du membre de gauche a déja été calculée a la question j). En réutilisant ce résultat, il existe donc
une constante C' € R telle que y et ¢ sont liées par la relation

1
In 2—‘ =t +C.

Y
D’apreés (CI), pour t = 0, on a y = 1/3. Donc In ‘2 — ﬁ‘ =0+ C, cest a dire C = 0. Donc In |2 — i‘ =12,
d’ou ‘2 - %‘ = ¢!’ et donc 2 — i =e’ ou2— i = —¢". Etant donnée la condition initiale (CI), c’est le signe -
qu’il faut garder dans le second membre : 2 — % = —¢!”, et donc la solution du probléme (E)-(CI) est la fonction
définie pour t € R par

1
)= —.
y( ) 2 + etZ

Exercice 2.

a) Le nombre de moles de A au temps ¢ est a(t)V, ou V est le volume (constant) de la solution. De méme,
le nombre de moles de B au temps t est b(t)V. Etant donnés les coefficients stoechiométriques dans a réaction
A=B, un B est créé quand un A disparait et vice-versa. Donc la quantité a(t)V + b(t)V reste constante au
cours de la réaction. Comme V est constant, a(t) + b(t) reste aussi constant. Et donc, pour tout ¢ > 0,

[a(t) +b(t) = a(0) +b(0) =1+0=1.|

b) Fixons ¢ > 0 et faisons un bilan de la quantité de B pendant un court intervalle de temps [t,t + At] :

(Nombre de moles de) < Nombre de moles ) . (Nombre de moles de) - (Nombre de moles de)

A transformées en B transformeées en
B t t+ At de B t t
au temps ¢ + © D au temps B entre ¢t et t + At A entre t et t + At

=b(t + At)V =0()V ~ aa(t) ALV ~ Bb(t) AtV

On a donc, en simplifiant par V,

b(t + At) ~ b(t) + aa(t) At — Bb(t)At.



En passant le premier terme du membre de droite & gauche et en divisant le tout par At, on obtient

b(t + At) — b(t)

A7 ~ aa(t) — Bb(t).

Cette égalité approximative est d’autant plus précise que At est petit. En passant & la limite At — 0, puisque
le membre de droite ne dépend pas de At et que

on obtient I’égalité demandée :

c) D’aprés a), pour tout t > 0, on a a(t) =1 — b(t). En remplacant a(t) par 1 — b(¢) dans 1’égalité trouvée en
b), on obtient b'(t) + Bb(t) = a(1 — b(t)), et donc

V() + (a+ B)b(t) = o |

d) L’équation différentielle de la question c) se réécrit

dy

E:a*(aﬁLﬂ)y-

Pour résoudre cette équation, on sépare les variables et on intégre :

/%:/d”

Si y est solution de cette équation, il existe donc une constante C' € R telle que y et t sont liées par la relation

fa+61n|a7(oz+ﬂ)y|:t+0.

C’est en particulier le cas pour la fonction b. Donc il existe une constante C € R telle que pour ¢t > 0
njor = (a+ B)b(t)| = —(a+ B)(t + C),

d’oit
o — (a+ B)b(t) = re~(atACe—(athlt,

De plus, b vérifie la condition initiale b(0) = 0, qui implique

+e~(@HAC — .

Donc

D’aprés a), on a aussi

a+f
soit
B O ~(atp)t
t) = b — (),
W=5tars°
e) Puisque a > 0 et 8 > 0 (sous-entendu dans I’énoncé), on a e~ (@+A)t s 0. Donc
—>+00
: B : o«
tigglooa(t)i a—}—ﬁ’ t—l)HJPoob(wi a—f—ﬁ
Y y =a(t) y y = b(t)
al
22l




Exercice 3.
a) Si la réaction est d’ordre 0, pour ¢ > 0 et tant qu’il reste du réactif, a est solution de I’équation différentielle

a'(t) = —v(t) = —k.
Donc il existe une constante H € R telle que
a(t) = —kt + H.
Compte tenu de la condition initiale a(0) = ag, on a H = ag, et donc
a(t) = —kt + ag.

Cette expression de a(t) reste valable jusqu’au temps T = ag/k, au bout duquel la totalité du réactif est épuisée,
et au dela duquel la concentration en A reste nulle. Donc pour tout ¢ > 0, a(t) est donné par

Cf —kttap si0<t< %
“(t){o SR

Le temps de demi-réaction 6,5 est obtenu en résolvant I'équation a(f; /o) = %4, c’est a dire
a
—kOy/2 +ap = ?0,

qui donne

ao
019 = —.
/2 = 5

On remarquera que pour une réaction d’ordre 0, le temps de demi-réaction est une fonction croissante de ayg.

b) Si la réaction est d’ordre 1, pour ¢ > 0 et tant qu’il reste du réactif, a est solution de ’équation différentielle
a'(t) = —v(t) = —ka(t),

qui se réécrit

da
— = —ka.
dt
On résout cette équation en séparant les variables et en intégrant :
da
lna= | —=-— /dt:—kt+H,
a

o H € R est une constante, dont I'utilisation de la condition initiale a(0) = a¢ donne la valeur : H = Inao.
Donc, en prenant I'exponentielle, a(t) = e~**+1"% et pour tout ¢ > 0,

kt

a(t) = age”

On notera que le réactif n’est jamais totalement épuisé (du moins, d’un point de vue strictement mathématique).

Le temps de demi-réaction ;o est obtenu en résolvant I’équation a(91/2) = 4, c’est a dire

e*k91/2 — @
)
2

1 /1) In2
Oie="7 n(2) k

On remarquera que pour une réaction d’ordre 1, le temps de demi-réaction ne dépend pas de ap.

ao

kb1, _

qui donne e %, donc

c) Si la réaction est d’ordre p > 2, pour t > 0 et tant qu'’il reste du réactif, a est solution de 1’équation
différentielle
a'(t) = —v(t) = —ka(t)?,
qui se réécrit,
da
dt
On résout cette équation en séparant les variables et en intégrant :

d
/——a:k/dt:kt+H,
aP

= —kaP.



ol H € R est une constante. La primitive du membre de gauche peut se calculer de la maniére suivante :

d 1 1 1
/——az/—a_pda:——al_p:— .
aP 1—p p—1lapr~1

Donc a et t sont liées par la relation

En utilisant la condition initiale a(0) = aop, on détermine H = ——

. Puis, en multipliant (*) membre &
membre par 1/H = (p — 1)a}™", on obtient
ao p—l p—1

et donc, pour tout ¢t > 0,

)—1/(p—1)

alt) = ag ((pf Dal "kt +1

On notera que le réactif n’est jamais totalement épuisé. La décroissance de la concentration en A (en t_l/(p_l))
est plus lente que dans le cas d’une réaction d’ordre 1, ou cette décroissance était exponentielle en temps (et la
décroissance est d’autant plus lente que p est grand).

Le temps de demi-réaction 60y, est obtenu en résolvant I’équation a(91/2) = 4, c’est a dire

—“Ve=1  a

ag ((p - 1)“871]?91/2 + 1) 2

qui donne (p — 1)al kb o +1 = (L —e=1 _ 2r—1 donc
0 / 2

|

Orrp= —
V2T - Dab Tk

On remarquera que pour une réaction d’ordre p > 2, le temps de demi-réaction est une fonction décroissante de
agp-

Exercice 4.

a) Les nombres de moles de A, B et C au temps ¢ sont respectivement a(t)V, b(t)V et ¢(t)V, ot V est le volume
(constant) de la solution. Etant donnés les coefficients stoechiométriques de la réaction A + B — C, quand
une quantité de A disparait, une quantité équivalente de C est créée, et une quantité équivalente de B disparait
également. Donc les quantités a(t)V + c(t)V et b(¢t)V + ¢(t)V sont constantes au cours de la réaction. Etant
données les conditions initiales a(0) = ag, b(0) = by et ¢(0) = 0 et le fait que V est constant, on a donc, pour
tout ¢t > 0,

a(t) + c(t) = ap, b(t) + c(t) = by,

et donc

la(t) =ao—c(t),  b(t) = bo —c(t).|

Donc la fonction ¢ vérifie, pour tout ¢ > 0,

¢(t) = ka(D)b(t) = k(ag — e(t))(bo — c(1)). |

b) Si by = aop, I’équation différentielle satisfaite par ¢ se réécrit

dc
prie k(ag — c)?.

On résout cette équation par séparation des variables : formellement,

d
— _ —kdt.
(a0 —¢)?
En intégrant, on obtient :
1 dc
= = [ kdt=kt+ H,
ap — ¢ (ag — ¢)?
ou H € R est une constante. La condition initiale ¢(0) = 0 donne alors la valeur de H : -5 = k- 0+ H, donc
H =0, et donc
1
ag—c=——,
0 kt+ L



d’ou, pour tout ¢ > 0,

(t)— 1 o an o 1 1
A= e T T T ki1 aokt+1)

ao

et donc

a2kt
aokt +1°

c(t) =

On notera que c(t) . T} ag, ce qui n’est pas surprenant, puisqu’au bout d’un temps infini, les deux réactifs A
— 400

et B, en proportion steechiométriques au début de la réaction, ont intégralement été transformés en C.
c) Si ag # b, ’équation différentielle satisfaite par ¢ s’écrit

de

pri k(ao — ¢)(by — ¢).

On sépare les variables et on intégre :

/@;:§%?5/¢am+ﬂ;

ol H € R est une constante. Pour calculer la primitive du membre de droite, on commence par chercher deux
nombres «, 8 € R tels que pour tout ¢ # ag et ¢ # by,

1 _ _« B *
(@—o—c @ —¢ b ®)
En mettant les fractions du membre de droite au méme dénominateur, on obtient
o B —(a+ B)c+ aby + Bag
+ = .
ag—c  byp—c (ap — ¢)(bo — ¢)

L’égalité (*) est donc satisfaite si on choisit « et 8 tels que a+ 8 =0 et abg + Bap = 1, c’est & dire

1 1
A B=

bo —ag’

Donc!
dc 1 1 1 1 1
- - @ - — de = —1 — In (bg —
/(aofc)(bofc) /(boaoaoc boaoboc) ¢ bofao( n(ao C)+n(0 C))

1 (bo—C)
= In .
bofao apg — C

On en déduit que les variables c¢ et ¢ sont liées par la relation

1 —
ln<b0 C>kt+H.
bo—ao ag — C

La condition initiale ¢(0) = 0 donne la valeur de H :

1
H= In (b—o) ,
bo — Qg ap

LY SO RN S () N,
bo — Qg ag — C(t) bo — Qg an

et donc pour tout ¢ > 0 on a

qui donne
1 1—c(t)/b
In c(t)/bo = kt.
bo — ap 1-— C(t)/ao
Supposons par exemple by > ag. Comme pour tout ¢, ¢(t) = ka(t)b(t) > 0, on sait que c est une fonction
croissante sur R. L’égalité précédente entraine que si ¢t — 400, % — +00. Or, comme on ’a déja

remarqué, pour tout ¢, on a 0 < ¢(t) < ag < bg. Donc pour tout ¢, on a0 < 1—ag/bg <1 —¢(t)/bo < 1. Donc,

1On notera que dans le calcul qui suit, on écrit directement f

aolicdc = —In(ap — ¢), et pas —Injap — ¢|. C’est parce que vu
le contexte chimique, il est évident que pour tout ¢, on aura c(t) < ag, et donc ag — ¢(t) > 0. Et de méme, on sait a I’avance que
bo — ¢(t) > 0 pour tout ¢ > 0.



1—c(t)/bo
1—c(t)/ao
d’un temps infini, le réactif en défaut (A) est épuisé, et , compte tenu des coefficients steechiométriques et de la

condition initiale ¢(0) = 0, la quantité finale de C est égale a la quantité initiale de A.
De méme, si c’est A qui est en excés, c’est & dire si ag > by, on aura c(t) , —+> bo. Au total, dans tous les cas,
— 400

si — +00, c’est que 1 — ¢(t)/ag — 0T, c’est & dire ¢(t) — ag. Ce qui n’est pas surprenant : au bout

tl}+mooc(t) = min(ag, bp).

Exercice 5.
a) L’équation différentielle satisfaite par = se réécrit

dx
& ke
dt o

Pour résoudre cette équation, on sépare les variables et on intégre :

lnx:/d—x:—k/dt:—kzt—l—c,
T

ou C € R est une constante. A t =0, on a x = g, donc C = Inxzg. Et donc, pour tout ¢ > 0,

SC(t) — efktJrlnzo —_ :L'Oeikt.

Si on note V' le volume (constant) de la solution, le nombre de moles de P au temps t est p(t)V. Vu les
coefficients stoechiométriques de la réaction et comme p(0) = 0, la quantité de P qui s’est formée au temps ¢ est
égale A la quantité de Cr3* consommée au méme instant, donc p(t)V = 2oV — 2(t)V. En divisant par V, on
obtient

p(t) =x0 — x(t) = zo(1 — efkt).

Quand t — +o00, on obtient

lim z(t) =0, lim p(t) = xo.

t——+o0 t——+o0

b) Pour tout ¢ > 0,

A(t) = agzoe™ + apzo(l — e ™M) = apmo + z0e " (0 — ).

A t =0, on obtient
A(0) = agxo,

Aoo = QpZo-

et & la limite ¢t — +o00, on a

c) D’apres les résultats de b), on a

et donc Alt)— A

In A0) = Ax —kt,
d’oul la formule demandée

mAm*Am)—m

Exercice 6.
a) Fixons t > 0 et faisons un bilan de la population de lapins pendant un court intervalle de temps [t,t + At] :

morts entre t et
t+ At

= P(t+ At) = P(t) ~ noP(t)At ~ m(t)P(t)At

( Nombre de lapins ) _ ( Nombre de lapins ) ( Nombre de lapins )_ (

Nombre de lapins
au temps t + At au temps t nés entre t et t + At

En passant le premier terme du membre de droite & gauche et en divisant le tout par At, on obtient
P(t+ At) — P(t)
At

Cette égalité approximative est d’autant plus précise que At est petit. En passant & la limite At — 0, puisque
le membre de droite ne dépend pas de At et que

~ ngP(t) — m(t)P(t).




on obtient I’égalité demandée :

| P'(t) = noP(t) - m(t) P(1). |

b) Si m(t) = myg, ’équation diférentielle satisfaite par P se réécrit

dP

e (ng — myg)P.

On résout cette équation en séparant les variables et en intégrant :

P
lnP:/d?:(no—mo)/dtZ(no—mo)t'i‘Ca

ou C' € R est une constante qu’on détermine en utilisant la condition initiale P(0) = Py, qui donne C' = In Fy.
Et donc, pour t > 0,

P(t) — e(no—mo)t—i-lnPo — Poe(no—mo)t.

¢) Sing > myg, on a donc
lim P(t) = +o0.

t— o0
Les ressources sur l’ile étant limitées, ce n’est pas réaliste : la population finira par devenir trop importante,
entrainant une surmortalité, donc un taux de mortalité qui ne sera plus constant.
d) Si le taux de mortalité est donné par m(t) = mg + aP(t), comme il doit augmenter quand P(t) augmente,
on doit avoir a > 0.
e) Si m(t) = mo + aP(t), 'équation différentielle satisfaite par P s’écrit

P'(t) = noP(t) — (mo + aP(t))P(t),

soit

P'(t) = apP(t) — aP(t)?,

avec En mettant les fractions au méme dénominateur, on obtient?

1 /1 n « 1 fag—aP+aP\ 1 - 1

ap \P  ap—aP) ag\ Plag—aP) ) Plag—aP) agP—aP?’
Si ag — aPy # 0, on résout I’équation différentielle satisfaite par P en séparant les variables et en intégrant entre
le temps 0 et un temps ¢ > 0 (le calcul est valable tant que agP — aP? # 0) :

/t dP /tdt
anP*O&P27087.

Compte tenu du calcul précédent, 'intégrale du membre de gauche peut étre calculée de la maniére suivante :

t t
dP 1 1 «a 1 P=P(1)
— = - —(=+——=)dP=—[ImP —Injag — aP
/o aol’ — aP? /o ao (P+aoaP) ao[n nlao — aPlp_p,

aio (InP(t) —In|ag — aP(t)]) — (In Py — In|ag — aFy|))

1 P -
_ 1 <ln t) % aP(t) >
ap Py ap — aPy
On a donc (1) (1)
t ag — aP(t
1 —1 = aopt
. PO apg — OZPO ot
donc P P
o[ Bleo=orO)
P(t)(ao — aPp)
et donc
1 o a0 {
nl——|———-al|=-a
apg — OéPo P(t) on

g0 _ o= iL — ol g~ a0t
P(t) Py

2Si cette indication n’était pas donnée dans ’énoncé, on aurait pu chercher des constantes \ et v telles que
1 A v

agP — aP? _EJraofozP7

ce qui aurait donné A = L+ et v = &,
ao ag
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La condition initiale P(0) = P, entraine que c’est le signe + qui doit étre conservé, et

1 a()PO
P(t)=a = ]
( ) OO( + ao;(c)ypo e—aot OZP()(l _ efaot) + aoefagt
En particulier,
lim P(t) = 2,
t— o0 [0

Quand ¢ tend vers l'infini, la population tend vers une population d’équilibre P, = ap/a.

f) Si Py = ag/«, la population reste constante égale a cette population d’équilibre : la fonction P telle que pour
tout ¢t > 0, P(t) = Py est solution de (Ea).

Si Py > ag/a, la solution P(t) de (E3) trouvée a la question précédente décroit sur R (et tend vers ag/a quand
t — +00).

Si Py < agp/a, la solution P(t) de (Eg) trouvée a la question précédente croit sur R (et tend aussi vers ag/a
quand ¢t — 400).

Noter que la population d’équilibre Py, = ag/« est d’autant plus grande que « est petit, et tend vers 'infini
quand « tend vers 0T, ce qui est cohérent avec ce qu’on a observé dans les questions b) et ¢) (cas a = 0).

Exercice 7.
I. 0) Pour tout ¢t € I,
d
7 €)= 12()) = ae™ (y1(8) = y2(t)) + e (11 (1) — 12()) = € (W1 (6) + apn (1)) = (va2(t) + ay2(1)))
:eat(fff):()a
car y; et yo sont solutions de (E) sur l'intervalle I. Donc il existe une constante K telle que pour tout ¢t € I,
e (y1(t) — y2(t)) = K. Comme y; et yo vérifient toutes les deux (CI), 4 ¢ =0, on a e(yo — yo) = K, et donc

K = 0. Donc pour tout ¢t € I, e**(y1(t) — y2(t)) = 0, et donc | y1(t) = ya(t).
I. 1)a) Si y est solution de (E)-(CI), on a

[v/(0) = / — ay(0) = f — ayo.|

b) Si y,(t) est une fonction constante sur R, on a pour tout t € R y,(t) = 0, et donc y, () + ay,(t) = ay,(t).
Si de plus y, est solution de (E), on doit donc avoir, pour tout ¢t € R, ay,(t) = f, et donc |y,(t) = f/a|

Réciproquement, cela définit bien une solution de (E). En effet, pour tout ¢ € R, y,(t) + ay,(t) =0+af/a = f.
Si de plus yo = f/a, la fonction y, ainsi définie vérifie aussi (CI), puisque y,(0) = f/a = yo.

c) L’équation (E) se réécrit % + ayd: f. Formellement, en séparant les variables sur un intervalle sur lequel
y
ay—f

1 d
—1n|ay—f|:/ L :/—dt:—t+K,
a ay— f

oit K € R est une constante. Donc |ay — f| = exp(a(—t + K)) = e*¥ e~ et donc

f — ay ne s’annule pas, on obtient = —dt. Ensuite, on intégre :

ay — f —_ ieaKe—at,

qui se réécrit,

y— g Loe, (x)
ot C = 4e% /g est une constante non nulle. On notera qu’en remplacant C par 0 dans I’égalité (*), on retrouve
la solution constante de (E) trouvée a la question b).

d) Si la fonction y donnée a la question c¢) vérifie (CI), on a

yo:y(O):£+C,

et donc C = yg — 5 Réciproquement, on vérifie que

y(t) = g + <yo - 5) C

définit bien une solution de (E)-(CI). En effet, en prenant y comme dans la formule ci-dessus, on a bien, pour
tout ¢t € R,

y'(t) +ay(t) = (yo - i) (—a)e™ +a (g + (yo - g) e“”) =f, et y(0)= g + (yo - 5) = Yo

a
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D’aprés la question 0), on sait qu'il s’agit de la seule solution du probléme.
2)a) On a vu a la question 1)b) que

w(t) =1

est solution de (E). Noter qu’a priori, sauf hypothése supplémentaire sur yo, cette fonction y, ne vérifie pas
(CI).

b) Comme y et y, sont toutes les deux solutions de (E) sur R, la fonction y;, définie pour ¢ € R par y,(t) =
y(t) — yp(t) vérifie, pour tout ¢t € R,

yn(t) + ayn(t) = (¥'(t) =y, (1) + a (y(t) — yp(t)) = (' (t) + ay(t)) — (y,(t)) + ayp(t)) = f — f =0.

c¢) L’équation (H) se réécrit ‘Z’—: + ayn, = 0. On résout cette équation en séparant les variables et en intégrant :

Siyh%oa
d
ln|yh|:/ﬂ:/fadt:—at+K;
Yn

. —at+K __ —at
yp = e =Ce™*,

ol K € R est une constante. Donc

otl on a posé C' = +ef. Réciproquement, on vérifie que pour tout C € R, la fonction définie pour ¢t € R par
yn(t) = Ce™

est bien solution de (H). C’est 'unique solution sur R du probléme (H) qui vérifie la condition initiale y5(0) = C
(I'unicité de la solution & ce probléme se déduit de la question 0) en remplagant f par 0 et yo par C). On en
déduit également que toutes les solutions de (H) sont de ce type.

d) D’aprés b) et ¢), si y est une solution de (E) sur R, il existe une constante C' € R telle que pour tout ¢ € R,
on a y(t) — yp(t) = Ce~*. Donc, étant donnée 'expression de y,, trouvée a la question a), toute solution de (E)
sur R s’écrit, pour tout t € R,

y(t) = g + Ce

pour un certain C' € R. Si de plus y vérifie (CI), at =0, on a yo = y(0) = 5 + C, donc C' =y — f/a, et donc
pour tout t € R,

y(t) = £ + (yo - g) em .

3)a) Avec les notations introduites dans la question, pour tout ¢ € I, on a, grace a la formule de dérivation
d’un produit :

2 (t) = ae™y(t) + ey (t) = e (y'(t) + ay(t)) = "' f.

b) En reprenant les notations de la question a), si y est une solution de (E) sur R et si z est défini, pour tout
t € R, par z(t) = e*y(t), il existe une constante C' € R telle que pour tout ¢ € R,
— at _ f at
z2(t) = [ fe¥dt==e*"+C
a

et donc

f

y(t) = e “z(t) = e <£eat + C’> = + Ce ™,

c¢) On détermine la valeur de C en utilisant la condition initiale (CI) comme on ’a fait & la question 2)d). On
obtient C' = yo — f/a, et pour tout ¢ € R,

y(t) = g + <y0 - i) ot

4)a) Voir 2)c).
b) Si y(t) = z(t)e~*" est solution de (E) sur R, la fonction z vérifie, pour tout ¢ € R :

2 (t)e” " + 2(t) - (—ae™ ™) +az(t)e " = f,
——

Y’ (t) y(t)

et donc, aprés simplification :
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c’est a dire
2 (t) = fe.

c¢) On déduit de la question précédente comme en 3)b) et 3)c) que

=L+ (yO - g) -at,

a

I1.0) Soit y; et y2 deux solutions de (E)-(CI) sur I, et A(t) = f(f a(s)ds. Calculons

L (A0 (1) ~ 1)) = OO (1) — 1o(0) + 4O (i (1) — 15(0))

dt
= A (Y1 (1) + at)ya (1) — (wa(t) + a(t)ya (1)) = X (F () — (1) = 0.

Donc eA®) (y; () — y2(t)) est constant sur I’intervalle I. Pour obtenir la valeur de cette constante, on I’évalue &
t =0: elle vaut €(yo — yo) = 0. Donc pour tout ¢t € I, eA® (y1(t) — y2(t)) = 0, c’est & dire y;(t) = y2(t). Les
fonctions y; et yo sont donc les mémes, et donc si (E)-(CI) a une solution sur I, celle-ci est unique.

2)a) Si y et y, sont deux solutions de (E) sur I, la fonction y;, définie pour ¢ € I par y(t) = y(t) — yp(t) vérifie,
pour tout t € I,

Yn()+ayn(t) = (' (t) =y, (1) +alt) (y(t) — yp(t) = (' (t) + a()y(t) = (1)) + a()yp(t)) = f(t) = f(t) = 0.
b) L’équation (H) se réécrit dsth +a(t)yn = 0. On résout cette équation en séparant les variables et en intégrant :
si yp # 0,
_ [ _ _
Injyn| = [ == = [ —a(t)dt = —A(t) + K,
Yn

ou K € R est une constante. Donc

Yn = :l:e—A(t)-‘rK — Oe—A(t)’

otl on a posé C' = +e¥. Réciproquement, on vérifie que pour tout C' € R, la fonction définie pour ¢ € I par

yn(t) = Ce=AM)

est bien solution de (H). C’est 'unique solution sur I du probléme (H) qui vérifie la condition initiale yp,(0) =
Ce=4O) (P'unicité de la solution & ce probléme se déduit de la question 0) en remplacant f(t) par 0 et yo par
Ce=4)), On en déduit également que toutes les solutions de (H) sont de ce type.

c) D’aprés a) et b), si y est une solution de (E) sur I, il existe une constante C' € R telle que pour tout ¢ € I,
on a y(t) — y,(t) = Ce=4®). Donc toute solution de (E) sur I est de la forme

y(t) = yy(t) + Ce™ )

pour un certain C' € R.
d) On remarque que |y,(t) = 2| est solution de I’équation. En effet, pour tout ¢t € I, on a
Yp(t) + typ(t) =0+t -2 =2t

On calcule ensuite une primitive de a(t) =t :

D’aprés b), les solutions de
Yn(t) + tyn(t) =0
sont les fonctions du type
2
yn(t) = Ce v /2,

et d’aprés c), les solutions de (E) sont les fonctions du type
y(t) =2+ Ce /2,

ot C' € R est une constante que ’on détermine en utilisant (CI) : a¢=0,ona 1 =y(0) =2+ C, donc C = —1,
et donc, pour tout t € R,

y(t) =2 — et /2,
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e) On cherche une solution particuliére de (E) sur R sous la forme y,(t) = Ke', ou K € R. Pour tout ¢ € R, on
a y,(t) 4+ 2y,(t) = Ke' + 2Ke' = 3Ke'. Donc y, est solution de (E) si et seulement si on choisit K =1/3 :

On calcule ensuite une primitive de a(t) =2 :

t
At) = / 2ds = 2t.
0

D’aprés b), les solutions de
Yn(t) + 2yn(t) = 0
sont les fonctions du type
yn(t) = Ce 2,
et d’apreés c), les solutions de (E) sont les fonctions du type
y(t) = %et + Ce 2,

o C' € R est une constante que 'on détermine en utilisant (CI) : 4 ¢ =0, on a1 = y(0) = 1/3 4+ C, donc
C = 2/3, et donc, pour tout t € R,

1 2
y(t) = get + 567%.

3)a) Avec les notations introduites dans la question, pour tout ¢ € I, on a, grace a la formule de dérivation
d’un produit et comme A’(t) = a(t) :

2 (t) = A0 y(t) + ey (1) = A0 (y (1) + alt)y (1)) = XV f(2).

b) En reprenant les notations de la question a), si y est une solution de (E) sur I et si z est défini, pour tout
t € I, par z(t) = eAy(t), il existe une constante C' € R telle que pour tout ¢ € I,

2(t) = /f(t)eA(t)dt =D(t)+C

et donc

y(t) = e MWz(t) = e (D(t) + C) = D(t)e ") + Ce™ 40,

¢) Pour le probléme de la question 2)d), on a a(t) = t, A(t) = f(f sds = t%/2, f(t) = 2t, donc on peut choisir
D(t) = /2tet2/2dt: 2e1°/2.
D’aprés b), les solutions de I’équation différentielle de 2)d) sont donc de la forme

y(t) = eft2/2(26t2/2 +C)=2+ Ce /2,

pour un C' € R. On détermine ensuite la valeur de C' comme dans la question 2)d).
Pour le probléme de la question 2)e), on a a(t) =2, A(t) = fot 2ds = 2t, f(t) = €', donc on peut choisir

1
D(t) = /ete%dt = /egtdt = gegt.

D’aprés b), les solutions de I’équation différentielle de 2)e) sont donc de la forme
1 1
y(t) = e_2t(§e3t +C)= get + Ce™?,

pour un C' € R. On détermine ensuite la valeur de C' comme dans la question 2)e).
4)a) Voir 2)b).
b) Si y(t) = z(t)e=*® est solution de (E) sur I, la fonction z vérifie, pour tout t € I :
2 (e 4 2(0) - (~a()e ™) +a(t) 2(0)e ) = f(1),
———

y(t)

y'(¢)

et donc, aprés simplification :
(e = f(1),

c’est a dire

2(t) = fF(0)e™,

soit la méme équation qu’en 3)a). On peut donc conclure comme en 3)b).
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