
 

Matrices chap 1

Def Une matrice estdéfinie comme un tableaudenombres

Si le tableau estde taille uxp on ditque c'estune matrice

cin lignes p
colonnes vivant dans l'espace Mmp IR

Multiplication Soit A B Mmp R AlorsA et B sontAB compatibles

onpeutfaire A B si colA li B
Exemple

A B AB

Espaces R et

Def R Mn R C Mn 1 C leursélémentssontdesvecteurs
detaille n

roduitscalaire Soit u.ve IR desvecteurs Alms leproduitscalaire est

UIV ÊUiVi Produitscalairerenvoie un nombre

ex u v E UIV 1 0 2 1 3 2 8

rodaitvectoriel soit u vert u v Ij
Alors leproduitrectest

uxv 14 1 11 1
Produitvectoriel

remsieaugen

Espacesvectoriels

Def Un eu c'est un ensemble muni d'uneopération interne etd'une

opérationexterne Ex R



ensemble

d'objets opération opération

entre lesmathématiques
élémentsdeE EEIFeffetextérieur
opération interne opérationexterne

Question commentmontrer que quelque
chose est un ev

onmontreque
c'est un sous espace vectoriel d'un eV connu

Def Un ensemble FCE muni desdeux loisde E i.e E E

Ep
t un sous espace

vectoriel deE si
1 OEE F ex OR3 8 1012,2412
2 VU VEF U EVE F

3 ER HUE F t.EU EF

éthode Parexemple mg F x y 7 1123 a y 32 0 estun serdeE

1 On définit 0E et on montre qu'ilestdans F

ex On a 0E or 0 0 3 0 0 donc OEEF
2 On prend deuxvecteurs dans F on lesdéfinit on rappelle leurs

propriétés dufaitqu'ilssoientdans F eton dit ceque l'on veut
montrer Ensuite onpart decequ'onsait eton montre que lasommeestdust
ex Soit U VEF u V Fg Onsaitque

33 _ouvertmg un EF
caid Un V1 U2 Vr 3 UsV3 0

Onsaitque Un U2 343 vit V2 303 0



Ainsi Un Mzt343 vot V2 303 Un Mr 3113 VetV2 3N
Un V1 MztV2 313 303 Un V1 Meth 3 lez V3

D

3 On pond un vecteur dans F on ledéfinit onprend de IR
Onrappellelespropriétés duvecteurdansF eton dit ceque l'on veut
montrer Ensuite onpart decequ'onsaiteton montre que leproduitdu EF

ex SoitMEF u soitdeR Onsaitque
Un U2 313 0 on veutmg tu YY F caid

Un Mz 3 tu3 0

On a Un lez 3 les 0 X Un lez 313 0

Alen tue 3713 0

Hunt Xue 3Ahs 0

Système linéaires

Objectif Résoudre dessystèmes d'équations

un by CZ d

ex fy gz h
onpeut les écriresousformesdematrice

ist jy kz l

e
Ax B B

4m 7y 5

A



Onveutpasser d'un système

4m 7y 5

à un systèm
JE Ax B avec B E ix E

et A Is

PivotdeGauss On va de la colonne degauche verscellede droite On

veut un 1 en premier coefficient des 0ailleurs onfaitdesopérations
surles lignes en fonction

ex Résoudre

2f14 12f A B Ia sol

P EEE ETE

en il Et b t

FÉE ok

Desfois on a d'inconnues
que d'équations ou l'inverse dans

ce cas lesystèmepeut ausis une v tédesolutions etles solutions

s'expriment avec lesvariables quine sontpasdespinots



IE t

1 11 241
Sous forme de système

x 22 44 2

Y 32 7 3

22 4 2

EE
7t 3

5

EEE 3 ater

Inversibilitéet déterminant

Def A estl'inverse deA si t'A AA Id

Def Le déterminantd'une matrice carrée d'ordre n 1 2 su3 est

lenombre suivent

sin 1 A a a detA a

sin 2 A f detA ad bc

3
A a deta a ff1 d h gleb7

aei afh dhi deh gbf gee

A dett 31 1 4 18 1112

3 1 4



Proposition Aest inversible ssi detA f0 Sic'est le cas

det A Veta On a l'inverse d'unematrice

2 2 quis'écrit A A Iab
On veutsouvent desinverses dematrice 3 3

Méthode Appliquer le pivotdeGauss à lamatrice augmentée
A Id Ia A

A 1 521 A inversible

deta 01211 113 11 41 121
2 0 done Aimersible

AID 5211 1 1
eau II

E p
Id A

Astuce s'enassurer en faisantAxt ou A A et espérerretomber

sur l'idendité



Bases

Definition Soit B Us _Yn de n vecteurs de IR Best une
base de IR si Vue R f1,72 An R

U XpUn 7202 InUn

ex Basecanonique de R B E
soit u Ê E 1123 a b c ER

u a f b f c E

Def la colonne des coefficients présents dans la décomposition

de u se note cool u les coordonnées de u dans labase B

ex soit u Ê 1123 a b c E R
u a f b f c E

alors coord u E
ex soit u I o E R Alms u T f 1 f 10

donc condp u I PourBcanonique condBantu le

ex situ etsait B E
u 1 f 1 E 1 donc condBlu 1

Def Soit B Ur Un La matrice associée à B est
lamatrice canée

B Ui 4243



ex B E B

Ex Déterminer les matrices A EI vérifiant
A 9 9 et A A

A9 1 9 E 9 bio d 1

A ĉ A Ë
A ĉ
ma à c

EEE

Cesont donc lesmatrices quis'écrivent

1 et ce R

Ex soit B Un V2 Us Un V2 1
11 Montrons que c'estune base

det det 11 11 1111 11 0 1
0 1 1 0

1 0 donc c'estunebase

2 Calculer coordps X avec



On veut tramer 71 f2 ER tg
t.lt tcl 1 tsf EE s

HE.EE s 1
4

f f7
4 4 41

p a
ê Ê

Ï ÉÎ vérifions

te f de Xs1 y 2 f y x f z yay 1

YE.IE mx

F ok

hénème Soit B une famille de vevecteursde IR Alas

Best une base de12 B est inversible

detB to
Proposition Soit B une basede111 alors

u ER cond u B tu

ex My B est une buse delB 0

B dete 11 2 89 31 1 1 0



Calculons mtn cond u avec u a bic ER

EIID
Ia B

Onvérifie que B B Id

13
1

condplu B le

4 11 E
Vérifions

u a E tra b f sa c

1 E Esa E ok

u condoleil

Changement de bases

Définition Soient B UnU2 Un et B UiUi Un deux

basesdeIR Alors lamatricedepassage de la base B à B notéePBB
estcamée d'ordre n etest définie comme

je r n Cj Ppp and B Uj
ou PBB B BI



ex Bean et B

PBianB Bian Id Id

Id B

PBBean B Bcan B Id B
1

13
1

Thénème Soient B UnU2 Un et B UiUi Un deux

basesdeR Soit u E R alors

condB u Ppp condpi u
condpi u Papi andBlu

B E B

soit u e R u a b c E R

Calculons coordB u donc calculons PBB et coordB u

PBB BI BI E
Inverse d'une matrice diagonale

PBB

a f 4 9 E EEE



condpétul E on a toutpour calculer andBlu

condps u PBB condo u

Vérifions

a f bE E E ok

Applications linéaires

Définition Une application RI estlinéaire si X ER

HIER on a
a f x x x

2 XXI Xp x

ex My IR 1122 est linéaire

E Y
Soit 4 et X2 Ig soit ER Alas

aux 41 E.EE4 5E ÉE
x Xd

2 4 EI 3E ok
Théorème Uneapplication IR R estlinéaire ssi A une matrice

de taillemap AEMmp R tg ERP
x AX

Lamatrice Aestappelée matrice associée à etestnotée A M



ex R2 IR
a NEE ï

ainsi roll

Méthode
pour

calculer MoQ
écrire x en colonne

ranger les 2s les uns en
dessous desautres idem

pour 212,23

lire de haut en bas et de gauche à dirite les coeffde
lamatrice Mob

E R 1123

141 3
0 117p 1 113 110 3

Y R 122

b 1 15 5 1 11 7
V R R n'est

pas
linéaire donc

pas
de Mo 8

g Ey exo

Thénème Soient 42 L IRP IR P IR et f2 IRP R
soit LER Ona 11 Mo 01 02 Molbil Mo02

2 Mo 101 1Mo bi
Deplus soit CL IRP IR et 4 L Re R alms

3 Mo 40 0 Mo 4 Mdb pop IRP 129 IR
4 R R IRPER



e 11241123

32,4
Y 1123 R

Yy 1291 9293

004 Non mais Yo ok

Mo4 Mo 4 2 11

Donc Malvo Moy Mo 2 1 1 3 3

Donc 40 Dp Imp Mo 400

404 R IR
1 Molto4 3 E 3mn 322

Exercice Soit u v WEIR u 1 1 V 2 1 et W 1,4
1 Mo B uiv basede112 detB det 1 213
2 Pour quelles valeurs de de IR existe t'il une applicationlinéaire

f RE R2 tg flu 2,11 flot 1 1 et flou 5 a

Onexprime W dans B donc on calcule condp w

w tit tel 4 4 1 111
4 242 1

a te 4 I
donc cond W 3 donc W 3m V

Pourque f w soit linéaire on doit avoir f w ff3u flv
donc 5 a f13 u flot 3f u flv

3 3 1 E
donc pour que faitlinéaire ilfaut que 5 a 5,4 clone

a h



Exercice Soit N une matrice carrée vérifiantNIO
A MydetN 0 SIN 0 dette 0

or detA dera donc det N detN detN 0

Nn'estpas inversible

2 Soit A I N et B I N N

Ma AB I AB I N I N N

I N I I N N I N N

Î NI IN N IN N

I N N N N 0

I

Déduireque Aest invisible et exprimer A en fonctiondeN

onveutmydetA 0 on sait que AB I

det AB det I 1 or detAB detAdetB

detAdetB 1 donc detA 0 et desB 0

donc A B inversibles

Exprimons A AA I et AB I AA

EᵗEBEETE
Ê ÜÜ A

Exercice Soit VWEIR tg tWW 1 tWV Ô V

Onpose A It Vtw
Montrons

que AV V AV I Vw V IV VEY IU V



Montrons
que AW V W AW I VW W

IW VENIN
W V

Montrons
que I Vw I Vw I

I VEN I Vw A I VW A AVᵗW bof

12_ tw I VIEW I

Montrons
que A I kVᵗW pourtout k 0 par récurrence

Rappel Démo par récurrence on veut démontrer une propriétéquidépend

d'unentier quelquesoitl'entierDeux étapes

1 Initialisation on montre lapropriétépour k O ou 1 çadépend

2 Hérédité on suppose lapropriétéau rang k vraie eton
montre la propriété au rang k 1

MMM MM M
1 2 3 k kts N

Dans notre cas P k Ak I kV W

Initialisation Mq P K o est vraie

On a A Id définition et A I OVEN I ok

Hérédité Supposons que P k maie caid Ak I kV W
Montrons que Pk 1 estmaie

On a A AkA I kVW A I KVEN I EW
I Vw kVᵗW KVLY.tw
I kn VᵗW

Donc P k 1 Akt I k 1VᵗW vraie














