HAS202X — Outils mathématiques 3 Université de Montpellier

TD2 — Espace vectoriel R” — Corrigé

Veuillez contacter |S. Cardonna en cas de question ou remarque.

Exercice 1.

Dans chaque cas, on décrit géométriquement F' C R? puis on décide si F est un SEV de R2.

1.
F:{X: (g) € R? ‘ 6x—3y:0}.
Onabr—3y=0 < 2xr—y=0 < y =2z, donc F est une droite passant par ’origine :
F={afl |aeRr
=191, « .
Ainsi F est un SEV.
Y
A =2
> T
2.
F:{X: (ﬁ) € R? ‘ 6m—3y:12}.
Onabr—3y=12 < 2r—y =4 < y =2z — 4, donc F est une droite ne passant pas par ’origine, donc
F n’est pas un SEV.
Y
A
y=2zx#4
> T
3.

F:{X:(Z)ERQ‘xQ—yQZO}.

On factorise 22 — y? = (v — y)(z + y), donc z = y ou = —y. Ainsi F est la réunion de deux droites passant
par lorigine. Ce n’est pas un SEV (pas stable par addition).
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C’est un SEV (le sous-espace nul).
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F:{X:(z)eRQ‘xz—i—yQ:l}.

C’est le cercle de centre O et de rayon 1, donc ce n’est pas un SEV.
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F:{X:(ﬂyﬂ)emy:xz}.

C’est une parabole, donc ce n’est pas un SEV.



p={a(l) [act).

C’est une droite vectorielle, donc F' est un SEV.
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SEV.

Exercice 2.

Soit A € M3(R) et
F={XeR’| AX =0}.
On remarque que F' = ker(A), noyau de Papplication linéaire X — AX. Donc F est toujours un SEV de R3 (stabilité
par addition et par multiplication scalaire).
x

On note X = |y
z



1. A=

o O O
o O O

0
0 |. Alors AX = 0 pour tout X, donc
0

F=R3.

Systéme caractérisant F' : aucune équation (toujours vrai).

1 0 0
2. A=I3=10 1 0].Alors AX=X,donc AX=0<+<= X=0:
0 0 1
0
F = 0
0
Systéme : x =0, y =0, z=0.
z
Fg={0}
T
O
1 00
33.CA=10 1 0].0na
0 0 O
T
AX=|y| =0 < 2=0, y=0,
0
et z est libre. Donc
0 0
F = 0 zeRP=<a |0 a€R
z 1
C’est 'axe Oz.
z
=0z
Yy



1 0 0
A=1|0 0 0].Ona
0 00
T
AX=10] =0 << =0,
0
et y, z libres. Donc
0
F=91lv] |v.2€Rp,
c’est le plan « = 0 (plan (Oy, Oz)).
z
Y
x
(0]
1 -1 0
.A=1[-2 2 0]. Le systétme AX = 0 donne
0 0 0
.’E_y:O,
—2z 42y =0,
0=0.

La deuxiéme équation est la méme que la premiére (multipliée par —2), donc on a une seule contrainte :

=1y, z libre.
Ainsi
t
F= t t,zeR »,
z
c’est le plan x = y.
z
x
(0]
1 -1 0
.A=12 2 0].Lesystéme AX = 0 donne
0 0 O
z—y=0,
2+ 2y =0,

0=0.



De z —y = 0 on tire x = y, puis 2z + 2y = 0 devient 4z = 0, donc z = 0 et y = 0. Ainsi z est libre, et

0
F = 0 ze€R » =0z.

I

=0z

0

Remarques (sur les deux derniers exemples). Dans (5), on écrit deux équations mais elles sont dépendantes :
il ne reste qu’une contrainte, donc F' est un plan. Dans (6), les deux équations sont indépendantes : elles imposent
x =y = 0, donc F est une droite. Le nombre d’équations écrites ne suffit pas a déterminer le type de SEV : ce qui
compte est le nombre d’équations indépendantes, c’est-a-dire le rang de A.

Exercice 3.
Soient F' et G deux SEV de R™.

Intersection. Montrons que F'N G est un SEV de R”.
— Ona0eFet0eG,donc0e FNG.

— Soient u,v € FNG. Alors u,v € F et u,v € G. Comme F et G sont des SEV,onau+v € Fetu+wv e G,
doncu+ve FNG.

— Soit A e Ret u € FNG. Alors u € F et u € G. Comme F et G sont des SEV, Au € F et Au € G, donc
Au € FNG.

Ainsi F NG est un SEV de R™.
Réunion. En général, F UG n’est pas un SEV. Exemple dans R? :

pfa()) [ack). o={s(%) |ser)

Alors (é) eFCFUGet (2) € G C FUG, mais

((1))+ (‘j) - G) ¢FUG.

Donc F'U G n’est pas stable par addition, ce n’est pas un SEV.
Remarque. FFUG est un SEV si et seulement si ' C G ou G C F.

Exercice 4.
1. Soit D la droite vectorielle de R? d’équation = — 3y = 0.

(a) Onax —3y=0 < z = 3y. En posant y = «, on obtient

()= () =)



Donc

o)

On peut prendre V = (?)

>
>

D:x—3y=0_ G)

\4
8

(b) Soit P la droite affine dirigée par D et passant par

Deux caractérisations :

(i) Paramétrage. Comme & = Ayp+ D, on a

9:{Ao+tv‘teR}:{(g)+tG’) ’teR}.

(ii) Equation cartésienne. Un vecteur normal & D est n = _13 (car n - (z,y) = v — 3y). La droite
affine & a donc une équation de la forme z — 3y = ¢. Comme Ay = (3,0) appartient & &, on obtient ¢ = 3.
Donc
D x—3y=3.
Y
A
D:x—-3y=3

/

2. Soit P le plan vectoriel de R? d’équation x —y + z = 0.

(a) Onax—y+2=0 < x =y — 2 En posant y = s et z =t, on obtient
z s—1 1 -1
z t 0 1



Ainsi,

1 -1

P = Vect 1], 0

0 1
1 -1
Onpeut prendre V= |1]etW =1 0
0 1

1
1
0
(0]
(b) Soit & le plan affine dirigé par P et passant par
1
Ei=10
0
Deux caractérisations :
(i) Paramétrage. Comme & = E; + P, on a
@:{E1+sv+tw ( s,teR}.
Avec les V, W ci-dessus :
1 1 -1
P={lo)+s|1]+t| o0 ‘&tGR
0 0 1
1
(ii) Equation cartésienne. Le vecteur normal & P est n = [ —1 |, donc une équation de P est
1
r—y+z=c

Comme E; = (1,0,0) appartient & &, on obtient ¢ = 1. Donc

Prrx—y+z=1




Exercice 5.

On se place dans R3 muni du produit scalaire usuel

~

x x
(X | XY ="XX" =z’ +yy' +22 si X=|y]|, X =[v¢
z 2’
Soit un vecteur non nul
a
V=1b]#0
c
et soit « € R. On pose
H, ={XeR|(V|X)=a}.
x
1. Equation de H,. Si X = | y |, alors
z
(V| X)=az+by+cz.
Donc une équation caractérisant H,, est
x
H, = y| eR3|ax+by+cz=a
z

C’est un plan affine de vecteur normal V.

Vérification que Hj est un SEV. On a
Hy={XeR®|(V|X)=0}.

— 0€ Hycar (V| 0) =0.
— Si XY € Hy, alors
VIX+Y)=(V|X)+(V|Y)=0+0=0,

donc X +Y € Hy.
— Si X € Hy et A € R, alors
VIAXXy=XV]X)=Xx-0=0,

donc AX € Hj.
Ainsi Hy est un SEV de R3.

Type de Hy. Comme V # 0, 'équation ax + by + ¢z = 0 est une contrainte non triviale : Hy est un plan
vectoriel (dimension 2).

Position de V par rapport a Hy. Hj est I’ensemble des vecteurs orthogonaux & V', donc V est un vecteur
normal au plan Hy, i.e. V 1 Hy.

2. Exemple V = E3. On prend

Alors, pour X = |y |,

(B | X) = z.



Donc
T

H, = yl eR® | z=0a
z

En particulier :
Hy: 2=0, H,: z=1, Hy: z=2.

On observe que ce sont trois plans paralléles, tous orthogonaux & F3, et que H( passe par l'origine.

Jo

A 2
A

3. Retour au cas général. On pose

«

M, ::WV, ot |[VIP=(V|V)=0a®+0b*+
(a) On a
aa
a a? +b2+c2
My=—2  p| =22
a— 9 2 2 - 2 2 2
a’+b%+c ‘ a +gc+c
a? + b2+ 2
Vérifions que M, € H,, :
a « a
<V|Ma><v\ v> VIV = 2 VP =a
V12 V|2 V12

Donc M, € H,.
(b) Montrons que
H, = M, + H,.

— Soit X € H,. Alors (V | X) = « et, comme (V | M,) = a,
(VX =Ma))=(V|X) = (V[ M) =a—a=0.

Donc X — M, € Hy, i.e. X € M, + Hy.
— Réciproquement, soit Y € Hy. Alors

V| |(Ma+Y)=(V | M)+ (V|Y)=a+0=aq,

donc M, +Y € H,, i.e. M, + Hy C H,.
Ainsi H, = M, + H,.

On en déduit que H, est un plan affine (translation du plan vectoriel Hp) de normale V. En particulier,
H,, est un SEV si et seulement si o = 0.



Exercice 6.
Soit L= (a1 -+ ap) € Mip(R) et
F:{XGRP } LX:O}.
1. On remarque que F' = ker(L), noyau de l'application linéaire
v :RP =5 R, o(X)=LX.

Donc F' est un SEV de RP.
Si L =0, alors LX = 0 pour tout X € RP, donc
F =TRP,

2. On suppose maintenant L # 0, c’est-a-dire qu’il existe un indice k € {1,...,p} tel que ax # 0.

(a) Pour j € {1,...,p}, on pose
V= E,— L,

ay
Vérifions que V; € F, ie. LV; = 0.
Comme LE; = a; (produit de la ligne L par la colonne E;), on a

LVj:L< j—ZiEk>:LEj—ZZLEk:aj—ZiakZO.

Donc V; € F pour tout j.

(b) Montrons que
F = Vect (Vl, R /A N VT T Vp) .

Z1
(i) Inclusion C. Soit X = | : | € F, donc LX = 0, c’est-a-dire

Tp
arry + - +apzry = 0.

Comme ay # 0, on peut isoler xy, :

p
1
zk:——g a;x;.
a WA}
7j=1

Gk
Alors
P P 1 p p a
X = Yo Ej, = N D p— x| B = NE - =2LE,).
Sty vt =Yk | s | A=Y (5 )
Jj=1 j=1 Jj=1 j=1
ik j#k ik j#k
Donc
p
X => a;V; € Vet (Vi,..., Vie1, Vi1, .-, V) -
j=1
ik
Ainsi

F C Vect (Vlv .. .,Vk,h Vk+1, ceey Vp) .

(ii) Inclusion D. Réciproquement, chaque V; (avec j # k) appartient & F' d’aprés (a), et F' est un SEV :
toute combinaison linéaire de ces vecteurs appartient donc & F'. Ainsi

Vect (V17...,Vk;71,vk-+1,...,Vp) C F.



On a donc bien I’égalité annoncée :

F = Vect (Vh. . .,Vk,thdH, .. ,V;,) .
Remarque. On en déduit que dim(F') = p — 1 (hyperplan vectoriel de RP).

Exercice 7.
Soient Vi,..., Vi, Viy1 € R™ et supposons que Vii1 € Vect(Vy, ..., V;). Alors il existe A1, ..., \x € R tels que
Vier = Vi + -+ A\ Vi
Montrons que

Vect(Vl, ey Vk, Vk+1) = Vect(Vl, ey Vk)

(1) Inclusion Vect(Vy,..., Vi) C Vect(V1, ..., Vi, Vit1). Cest immédiat : ajouter un vecteur a une famille ne peut
que rendre I'espace engendré plus grand.

(2) Inclusion réciproque. Soit X € Vect(V4,..., Vi, Vit1). Il existe alors uq, ..., pg, tr+1 € R tels que
X=wmVi+- -+ peVi + i1 Vi1
En remplacant V41 par son expression,

i
X =pmVi+ 4 Ve + prpr Va4 MVi) =D (i + prga M) Vi

i=1
Donc X € Vect(Vy,..., Vi) et
VeCt(Vi, ey Vi, Vk+1) C Vect(Vl, ey Vk)

On conclut :
Vect(Vi, ..., Vi, Vikp1) = Vect(Va, ..., Vi).



