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Kervice 1 soit le problème deCauchy

y t flt y Egl

yo 1 CI

Pour travaillerdans un cadre fonctionnel convenable on supposeque

Df KIR et feC pourque l'intégrale55f s y s ds soitdéfinie
Onpeutmaintenantécrire

yet y o Sty s ds

E Sty s ds

1 Sif s y s ds

Ennotant
F CCIR IR CCIR IR

y 1 1 5 f s y s ds
Alors on a

YCH 1 Sif s y s ds yC Fly
donc y est un pointfixe de la fonctionnelle F
Si l'on considère le cas particulier y f t y on a donc

Fly 1 Sjys ds
Lespremières itérées sont

Ye t 1 Styods 1 551ds 1 t

Yelt 1 Stylods 1 5Ce Slds 1 t ᵗ

Ys t 1 Styals ds 1 5,41 1 2112 ds 1 t 12ᵗʰ E
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On observedonc que l'onobtient

YACH ÉTÉ 1 t ᵗ

et alors Yr t p explt quiest la solutionexactede

y y
ylo 1

Fercice 2 Considérons le classiqueproblèmedupendule en 1D

Ô H sino t

0101 5 et éco Ë
larbin

fr1 Remarque c'est l'équation deladynamiquedu

À pendule pesant avec

m 1 kg L 1m g 1 m 5

Mettons ce problème de Cauchy sous la forme d'un systèmedu

1erordre Pour ce faire on pose une nouvelle variable

UCH OCH ÔHIT un r MaCH E R

lors à t i CH MICHI Ô H sino t

Uz t sinUn H

f u H

où f un U2 ER ur sinus Notonsque feC1 R2 car

sine C R donc elle vérifie les hypothèsesduthéorèmedeCauchy
Lipschitz existencede solutions etd'uneuniquesolutionmaximale à

un problème de Canchy
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Notons que le système ici estdit autonome car f u ne dépendpas

de t elleen dépend bien sûr implicitement via les up t

Schéma d'Euler Posons ync.IR vecteur censéapprocher u tn f44
où tn totnstn to 0 Stn 0

Remarque on venu plustardqu'on ne peutpastoujours partitionner le
temps régulièrement

Laméthode d'Euler est pasdetemps Δtn
d

Yn 1 Yp Dtmf yn Rq UneIN Stn St
pasde temps constant

solution y tn 1 solution y tn
à l'instanttn 1 à l'instanttn

Considérons St 0.1 et yo y to 0 to o Ô to o

07T
las y Yo St f yo et en prenant la notation Ui O ti

Step 1 01 IG 01T Ô o sin 0 d
T

Io sin Fo 1205

Step2 02 01 Atf yn
IG 220 sinI

12001120 1207 1 1200,10
Ici Ozest l'approximation de O te O to 21st 0 214 0 0.2

donc 022 Foo
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L'équation linéarisée est Ô t OCH sino 0pour 10 E

ses solutions sont sous la forme O t Acost Bsint CAB ER

Ondétermine A et Bpar lesconditionsinitiales

010 I A 76 Donc O t I cost estune solution
Ô07 0 B o approchée duproblèmevalablepour 0proche

de 0

Remarque Evidemment ici 010 I n'estpassuffisammentprochede 0 pour
que l'approximation sino 0 soit précise
Néanmoins en calculant

0 0 2 I Css 0 2 0.5132 et 02 E 100 0.5185

L'erreurabsolue erreur L1 est En 010.2 021 5.10
3

etl'erreur relative est Er 515 1 c pas mal g
Undéveloppement limité à l'ordre 2 eut 0.2 donne

Css 0 2 cas 21E 1 2157 o SE
1 2142 0 SE

Ainsi 010 2 I 1 2142
2E IT

02 E E E
et pardifférence 010.27 02 Is DE O SE
Celacorrespondbien au faitquethéoriquement l'erreurdeconsistanceestOCDE

erreur de consistance erreur dure à la discrétisation desopérateurs
différentiels
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Exercice3 Considérons le problèmedeCauchy

y t TCH

yo
Ea
CI

Leschéma d'Euler pour une subdivision tn ne ans to 0 tu T

s'écrit Inti Un Fyn
stm
y 0

1 1 Ym Stmg
Yo 0

Onremarque que nE IN Yu 0 Lasolution nulle estbien solution

duproblème Eg CI mais il y en a une autre

J y E ryv.to
On a donc deuxsolutions au problèmede Cauchy

1

YA O

mm cette ee la trajectoired'une bille roulant

sans frottement sur unpaquetde Pringles

Onpeut eneffetmontrer que y

gETE CdMERE

La billepouvantpartir à n'importe
x

uel moment sur le côté ou rester sur la crête

Il y a une v té desolutionsde la forme y t pet et
0 siteto x t to sinon

g



La causulitée estdoncviolée Pourquoi Si on considère f y Ty
onremarque qu'ellen'estpas lipschitzienne même localement au voisinage

de y O car y Fy a une perteinfinie en y 0 Le théorèmedeCauchy
Lipschitz assurant l'unicité de lasolution au problème deCauchy ne s'applique
doncpas

Remarque2 promison arrêteaprès Onpeuttrouver lessolutions de l'EDO

par séparation des variables y Ty avec y 0 sinonproblème

2J
STydy E c

Ey Etc y Etc
Exercice le soit trinh he IRI ne IN etsoit 2 t h yn la
solutionapprochée fourniepar le schéma d'Eulerdepasde temps h pour
leproblèmede Couches

e YÉ I Et
a Leschéma d'Eulerpour C est

Yue In h f tnYn Yn hym 1 4 yn
Yo 1

Onreconnaît une suite géométrique Ainsi yn 11th yo 11th
Donc comme tank yn 11th et yCth Ynpermetde conclure

b Soit te R fixé On écrit
7th ᵗʰ exp lu 1 41
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Or on saitque la 1 4 est développable en sérieentièrepour 1h1C1

lalith E C12h Kk h

Donc en11th K 1114 h 14121 et comme z explzl

estdéveloppable en sérieentière de rayonde convergence infini onpeut
composer les DSE revoyezvotrecours sur lessériesentières fitanalytiques
pour vous en assurer Ainsi

exp Elucith exp Et k exp t
4

etexpE the expl 4

et Edi t ki avec α t 1

ET E hi avec To quÉesiégépoin 1h41

c Déterminons T t pourcela on développeexp E
1 74 1

enfonction deh Onsaitque exp 7 E donc pour tfixé
exp E244ᵗʰ4 1 exp tôt_ 1 01h4

Donc expElm ith et 1 k 0 h

ainsi ylt hl et_LEh 0 h

Lasolution exacte au problèmedeCauchy C étant yCH et

on a donc y th y H Geth k h

On adonc démontré sur ce casparticulier que le schéma estd'ordre 1
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